Programme de mathématiques de la classe préparatoire MP

1 Préambule

1.1 Objectifs généraux de formation

L’enseignement des mathématiques dans la filiere Mathématiques et Physique (MP) a pour vocation
d’apporter les connaissances fondamentales et les savoir-faire indispensables a la formation générale
des scientifiques, qu’ils soient ingénieurs, enseignants ou chercheurs; il développe les aptitudes et les
capacités des éleves selon les axes majeurs suivants :

— l’acquisition de connaissances et la maitrise de techniques usuelles;

— le développement simultané du sens de la rigueur et du gotit du concret ;

— D’éveil de la curiosité intellectuelle et le développement de I'esprit critique, de recherche et de synthese ;
— le développement de l'initiative, de 'autonomie et des capacités d’expression et de communication.

Son objectif est double. D’une part, il permet de développer des concepts, des résultats, des méthodes
et une démarche spécifiques aux mathématiques. D’autre part, il contribue a fournir un langage, des
représentations et des méthodes dont les autres disciplines scientifiques étudiées dans ces classes et au-
dela, comme la physique, la chimie, I'informatique et les sciences industrielles, sont demandeuses ou
utilisatrices.

Une formation mathématique de qualité doit développer non seulement la capacité a acquérir des
connaissances et a les appliquer a des problemes préalablement répertoriés, mais aussi 'aptitude a
étudier des problemes plus globaux ou des questions issues de situations réelles. Certaines situations
nécessitent la conception d’outils nouveaux pour les traiter. Ainsi, la réflexion sur les concepts et les
méthodes, la pratique du raisonnement et de la démarche mathématique constituent des objectifs ma-
jeurs.

Il est attendu que la pratique du raisonnement mathématique a travers les notions étudiées dans le cadre
de ce programme concourt a la formation de ’esprit des éleves : la rigueur du raisonnement, 1’esprit
critique, 'analyse et le controle des hypotheses et des résultats obtenus et leur pertinence au regard du
probleme posé, le sens de 'observation et celui de la déduction trouvent en mathématiques un champ
d’action ou ils seront cultivés de maniere spécifique.

Pour aider les éleves a effectuer la synthése des connaissances acquises dans les différents domaines
qu’ils ont étudié, il est souhaitable de mettre en lumiere les interactions des champs de connaissance.
La concertation entre les enseignants par classe, discipline ou cycle peut y contribuer efficacement ; la
cohérence et une organisation coordonnée entre les diverses disciplines est fondamentale. Il importe
d’éviter les redondances tout en soulignant les points communs, de limiter les divergences ou ambiguités
dues a la diversité des points de vue possibles sur un méme objet tout en enrichissant l’enseignement
par cette méme diversité.

Les éleves doivent aussi étre entrainés a 1'utilisation en mathématiques d’un logiciel de calcul symbolique
et formel pour la résolution de problemes, la formulation de conjectures ou la représentation graphique
de résultats. L’utilisation de ce logiciel, en libérant les éleves des aspects calculatoires ou techniques
(calcul, dessin, représentation graphique), leur permet de se concentrer sur la démarche. Les concepts
mathématiques sous-jacents sont mis en avant et l'interprétation des résultats obtenus est facilitée.
L’étude de situations complexes hors de portée des techniques traditionnelles devient possible.

Concernant les capacités d’expression et de communication, cela suppose, a ’écrit, la capacité a com-
prendre les énoncés mathématiques, & mettre au point un raisonnement et a rédiger une démonstration
et, a l’oral, celle de présenter de maniere claire et synthétique une démarche ou une production mathématique.



Les travaux individuels ou en équipe proposés aux éleves en dehors du temps d’enseignement (devoirs
libres, interrogations orales, comptes rendus de travaux dirigés ou d’interrogations orales, exposés de
TIPE) contribuent de maniere efficace a4 développer ces compétences. La communication utilise des
moyens diversifiés auxquels il convient de familiariser les éleves : cela concerne non seulement le ta-
bleau, dont la maitrise est un élément essentiel, mais aussi les dispositifs de projection appropriés
(rétroprojecteur, vidéoprojecteur) et 'outil informatique.

Il est aussi souhaitable que le contenu culturel des mathématiques ne soit pas sacrifié au profit de la
seule technicité. En particulier, les textes et les références historiques rendent compte des interactions
entre les problemes mathématiques et la construction des concepts, mettent en évidence le role central
joué par le questionnement scientifique pour le développement théorique. Ils montrent en outre que les
sciences, et les mathématiques en particulier, sont en perpétuelle évolution et que le dogmatisme n’est
pas la référence en la matiere. Dans ce sens, il pourra s’avérer pertinent d’analyser I'interaction entre
problemes et outils conceptuels ; les seconds sont développés pour résoudre les premiers mais deviennent
a leur tour, et aux mains des mathématiciens, des objets d’étude qui posent de nouveaux problemes et
peuvent ultérieurement servir au traitement d’autres classes de problemes.

On attachera une importance a I’aspect géométrique des notions et propriétés étudiées en ayant régulierement
recours a des figures et croquis, ce qui permet de développer une vision géométrique des objets abstraits
et favorise de fructueux transferts d’intuition.

1.2 Organisation du texte du programme

Le programme de la classe de deuxeme année MP est présenté en deux grandes parties, chacune d’elles
correspondant a une période. Chacune de ces parties définit un corpus de connaissances requises et de
capacités attendues.

Le programme définit les objectifs de ’enseignement et décrit les connaissances et les capacités exigibles
des éleves; il précise aussi certains points de terminologie, certaines notations ainsi que des limites a
respecter. A Dintérieur de chaque période, le programme est décliné en chapitres (numérotées 1, 2, ... ).
Chaque chapitre comporte un bandeau et un texte présenté en deux colonnes : & gauche figurent les
contenus du programme et & droite les commentaires.

— le bandeau définit les objectifs essentiels et les capacités attendues des éleves, et délimite le cadre
d’étude des notions qui lui sont relatives. Il décrit parfois sommairement les notions qui y sont
étudiées ;

— les contenus fixent les connaissances, les résultats et les méthodes figurant au programme ;

— les commentaires donnent des informations sur les capacités attendues des éleves. Ils indiquent
des reperes et proposent des notations. Ils précisent le sens ou les limites de certaines notions;
les énoncés de certaines définitions ou de certains résultats y sont parfois intégralement explicités,
I’objectif étant ici d’unifier les pratiques des enseignants.

La chronologie retenue dans la présentation des différents chapitres de chaque période ne doit pas étre
interprétée comme un modele de progression. Cependant, la progression retenue par chaque professeur
au cours de chaque période doit respecter les objectifs de ’enseignement dispensé au cours de cette
période.

1.3 Contenu du programme

Le programme défini un corpus de connaissances requises et de capacités attendues, et explicite des
aptitudes et des compétences qu’une activité mathématique bien concgue est amene de développer. L’ac-
quisition de ce socle par les éleves constitue un objectif prioritaire pour le professeur.



Il permet a tous les éleves d’acquérir progressivement le niveau requis pour la poursuite des enseigne-
ments dispensés dans les grandes écoles, et plus généralement les poursuites d’études dans diffrents
établissements de I'enseignement supérieur; il leur permet également de se réorienter et de se former
tout au long de leur parcours.

Le programme porte essentiellement sur l'algebre, ’analyse et les probabilités. L’étude de chacun de ces
trois domaines permet de développer des aptitudes au raisonnement et a la modélisation, d’établir des
liens avec d’autres disciplines, et de nourrir les themes susceptibles d’étre abordés lors des TIPE.

Le programme d’algebre comprend trois chapitres. Le premier formalise les différentes structures algébriques
usuelles rencontrées dans le programme et introduit ’anneau 7Z/nZ comme exemple de structure quo-
tient ; on y aborde aussi l'arithmétique de K[X], ou K est un sous-corps de C. Le deuxiéme prolonge
I’étude de l'algebre linéaire abordée en classe de premiere année MPSI et aboutit a la réduction des
endomorphismes et des matrices; cette étude est basée sur les notions de sous-espace stable et de po-
lynéme d’endomorphisme ; les principaux résultats y sont formulés en termes d’éléments propres et de
polynomes annulateurs. Le troisieme, consacré aux espaces préhilbertiens réels, prolonge 1’étude de ces
espaces déja abordée en MPSI et abouti, en dimension infinie, a I’étude des familles orthonormales
totales et en dimension finie & la réduction, en base orthonormale, des endomorphismes symétriques
(théoreme spectral) et des isométries vectorielles; cette étude met I'accent sur les relations entre les
registres vectoriel, matriciel et géométrique.

En analyse, le programme introduit le concept d’espace vectoriel normé, ce qui permet d’aborder le
calcul différentiel et fourni un cadre cohérent pour I’étude des suites, des séries et des fonctions et celle
des suites et des séries de fonctions. L’intégration, la représentation des fonctions, notamment par des
séries entieres et par des intégrales dépendant d’un parametre, 'approximation des fonctions, ’étude
du calcul différentiel et des équations diffrentielles linéaires tiennent une place majeure. Le programme
comporte aussi une introduction aux fonctions holomorphes.

L’étude de la topologie d’un espace vectoriel normé permet d’étendre les notions de suite, limite, conti-
nuité étudiées en premiere année dans le cadre de la droite réelle, et d’introduire les concepts de compa-
cité et de connexité par arcs. L’étude des familles sommables de nombres complexes vise la mise en place
des outils nécessaires a une présentation rigoureuse des espaces probabilisés et a 1’étude des variables
aléatoires discretes.

Le chapitre relatif aux fonctions vectorielles permet la généralisation aux fonctions a valeurs dans un
espace vectoriel normé de dimension finie des résultats d’analyse réelle (dérivation et intégration sur
un segment) étudiés en premiere année ; on y aborde auussi une étude modeste des arcs paramétrés. Il
favorise les interprétations et les représentations géométriques des objets étudiés, et fourni une occasion
de relier les registres analytique et géométrique.

L’étude des suites et séries de fonctions et des différents mode de leur convergence conduit aux théoremes
de régularité de leur limite ou somme ; ces théorémes sont ensuite appliqués notamment pour étudier la
fonction exponentielle dans une algebre normée de dimension finie ; cette étude se termine par I’énoncé de
deux théoremes d’approximation. Les séries entieres permettent de construire des fonctions de variable
complexe et de fournir des outils pour la résolution d’équations différentielles linéaires et pour I’étude
des fonctions holomorphes.

Le chapitre relatif au calcul différentiel est étudié dans le cadre des espaces vectoriels normés de di-
mension finie. La différentielle en un point est définie de manire intrinseque afin d’établir un lien avec
I’algebre linéaire. Les notions de dérivée selon un vecteur ou le long d’un arc, de gradient, de vecteurs
tangents a une partie constituent une premiere approche de la géométrie différentielle. Parallelement a
cette vision algébrique et géométrique, ce chapitre fournit aussi des outils opérationnels pour la résolution
de problemes (recherche d’extremums, équations aux dérivées partielles).

Les théoréemes classiques sur I'intégration des suites et séries de fonctions et sur les intégrales a parametre



sont étudiés dans un seul chapitre ; ils fournissent les outils nécessaires pour mener 1’étude d’une fonction
définie comme intégrale dépendant d’un parametre.

L’étude des équations et des systemes différentiels linéaires, dont les interventions sont fréquentes tant
en mathématiques que dans les autres disciplines scientifiques, est basée sur le théoreme de Cauchy qui
permet d’établir la structure de ’ensemble des solutions, illustrant la pertinence des outils de 1’algebre
linéaire pour résoudre des problemes de I'analyse. Le cas particulier ou les coefficients sont constants
permet notamment d’utiliser I’exponentielle d’endomorphisme et de matrice, et de mettre en ceuvre des
techniques de réduction.

L’enseignement des probabilités présente brievement le formalisme de Kolmogorov qui sera repris et ap-
profondi dans le cursus post classes préparatoires. Son objectif majeur est I’étude des variables aléatoires
discretes et celle des variables & densité, ce qui permet d’élargir le champ des situations réelles se prétant
a une modélisation probabiliste.

On y étudie les bases de la théorie des probabilités : variables aléatoires, lois usuelles, notions d’indépendance
et de probabilités conditionnelles, notions de moments et de fonctions génératrices ; ce chapitre débouche
sur des résultats d’approximation (loi faible des grands nombres, théoréme de la limite centrée). La loi
faible des grands nombres permet de justifier a posteriori 'approche fréquentiste d’une probabilité pour
un schéma de Bernoulli. L’inégalité qui la sous-tend (inégalité de Bienaymé-Tchebychev) précise la vi-
tesse de convergence de cette approximation et valide l'interprétation de la variance comme indicateur
de dispersion. Ce chapitre a vocation a interagir avec le reste du programme, notamment en exploitant
les séries génératrices et l'intégration sur un intervalle quelconque.

Afin de contribuer au développement des compétences de modélisation et de représentation, le pro-
gramme préconise le recours a des figures géométriques pour aborder ’algebre linéaire, les espaces
préhilbertiens, les fonctions de variable réelle ou vectorielle. Certaines notions de géométrie affine et
euclidienne étudiées en classe de premiere année MPSI sont reprises dans un cadre plus général.

Le programme encourage la démarche algorithmique et le recours a l'outil informatique (calculatrices,
logiciels) ; il inteégre la construction et la mise en forme d’algorithmes et, sur des exemples, la comparaison
de leurs performances.

1.4 Organisation temporelle de la formation

Le programme de la classe de deuxieme année MP est présenté en deux grandes parties, chacune d’elles
correspondant & une période. Le programme de la preimere période est étudié completement en premier
lieu, lors des quatre premiers mois de ’année; celui de la deuxieme période est ensuite abordé. Le
programme doit étre traité en veillant & alterner, de préférence, des chapitres d’analyse, de probabilité,
d’algebre et de géométrie euclidienne.

1.5 Recommandations pédagogiques pour le choix d’une progression

Le programme est présenté en deux grandes parties, mais son organisation n’est pas un plan de cours;
il va de soi que cette présentation n’est qu’'une commodité de rédaction et ne doit pas faire oublier les
interactions nombreuses et étroites entre les différents domaines des mathématiques.

Les chapitres qui composent le programme suivent un ordre thématique qui n’est d’ailleurs pas le
seul possible. Cette organisation a pour objet de présenter les différentes notions du programme de
mathématiques et ne peut en aucun cas étre considéré comme une progression de cours.

Chaque professeur adopte librement la progression qu’il juge adaptée au niveau de sa classe et conduit
Iorganisation de son enseignement dans le respect de la cohérence de la formation globale. Il choisit



ses méthodes et ses problématiques en privilégiant la mise en activité! des éleves et en évitant tout
dogmatisme. En effet I’acquisition des connaissances et des capacités est d’autant plus efficace que les
éleves sont acteurs de leur formation. Le contexte d’enseignement retenu doit motiver les éleves, favoriser
I'acquisition des connaissances et permettre le développement de leurs compétences et capacités.

En contrepartie de cette liberté dans I’organisation de la progression, le respect des objectifs de forma-
tion et son étalement dans ’année, comme indiqués ci-dessus, reste une nécessité incontournable.

1. “ Tell me and I forget, teach me and I may remember, involve me and I learn.” BENJAMIN FRANKLIN (< Dis-moi et
joublie, enseigne-moi et je peux me rappeler, implique-moi et j’apprends. >)



2 Premiere période

2.1 Structures algébriques usuelles

L’é¢tude des structures algébriques permet d’approfondir plusieurs points abordés en premiére année
MPSI : arithmétique de Z et de K[X], congruences, algébre linéaire, groupe symétrique, groupes issus
de algébre linéaire et de la géométrie des espaces euclidiens.

Ce chapitre gagne a étre illustré par de nombreuxr exemples.

Le paragraphe relatif auz polynémes permet de revenir sur I’étude menée en premiére année MPSI, dans
un cadre étendu et dans un esprit plus algébrique, mettant ’accent sur la notion d’idéal.

Sans soulever de difficulté, on signalera que les notions d’algébre linéaire étudiées en MPSI s’étendent

au cas ot le corps de base est un sous-corps de C.

2.1.1 Structure de groupe

Groupe. Produit fini de groupes.

Sous-groupe ; caractérisation d’un sous-groupe.
Intersection de sous-groupes. Sous-groupe engendré
par une partie. Groupe monogene, groupe cyclique.

Morphisme de groupes.

Image et image réciproque d’un sous-groupe par un
morphisme.

Image et noyau d’un morphisme. Condition d’in-
jectivité d’'un morphisme.

Isomorphisme de groupes. Réciproque d’un isomor-
phisme

Elément d’ordre fini d’un groupe G, ordre d’un tel
élément.

Si z est d’ordre fini d et si e désigne le neutre de
G, alors, pour tout k € Z, 2% = e «= d|k.

Dans un groupe fini G, tout élément est d’ordre
fini, en plus cet ordre divise le cardinal du groupe.

2.1.2 Structure d’anneau, anneau Z/nZ

Anneau. Produit fini d’anneaux.

Sous-anneaux. Morphisme d’anneaux. Image et
noyau d’'un morphisme d’anneaux. Isomorphisme
d’anneaux.

Anneau integre. Corps. Sous-corps.

Idéal d’un anneau commutatif. Le noyau d’un mor-
phisme d’anneaux est un idéal.

Exemples issus de 'algebre et de la géométrie.
Sous-groupes du groupe (Z,+).

Exemples : Groupe (Z/nZ,+), générateurs de
(Z/nZ,+); groupe des racines n-iemes de
I'unité.

Exemples de parties génératices du groupe S,.
Les réflexions engendrent le groupe des
isométries vectorielles en dimension 2.
Exemples : signature, déterminant.

Exemple : groupe spécial orthogonal d’un espace
euclidien.

Tout groupe monogne infini est isomorphe a
(Z,+) ; tout groupe monogene fini (cyclique) de
cardinal n est isomorphe a (Z/nZ, +).

Si x est d’ordre fini, I’ordre de x est le cardinal
du sous-groupe de G engendré par x.

Démonstration dans le cas G commutatif.

Les anneaux sont supposés unitaires.

Les corps sont supposés commutatifs.
Idéaux de 'anneau Z.



Relation de divisibilité dans un anneau commutatif
integre.

Anneau Z/nZ. Eléments inversibles de I'anneau
Z/nZ.

Théoreme chinois : si m et n sont deux entiers pre-
miers entre eux, isomorphisme naturel de Z/mnZ
sur Z/mZ x Z/nZ.

Indicatrice d’Euler . Calcul de ¢(n) a I'aide de la
décomposition de n en facteurs premiers.
Théoreme d’Euler.

Interprétation de la divisibilité en termes
d’idéaux.

L’anneau Z/nZ est un corps si, et seulement si,
n est premier.

Application aux systemes de congruences.

Lien avec le petit théoreme de Fermat étudié en
premire année MPSI.

2.1.3 Anneaux de polyndmes a une indéterminée

Dans ce paragraphe et le suivant, K est un sous-corps de C.

Idéaux de I'anneau K[X].
PGCD de deux polynomes.

Relation de Bézout. Lemme de Gauss.
Irréductibles de K[X]. Décomposition d’un élément

de K[X] en produit d’irréductibles unitaires : exis-
tence et unicité.

2.1.4 Structure d’algebre

Algebre.

Sous-algebre.
Morphisme d’algebres.

2.2 Topologie des espaces normés

Par convention, le PGCD est unitaire.

Extension au cas d’une famille finie.
Algorithme d’Euclide étendu sur les polynomes,
recherche des coefficients de Bézout.

Les éleves doivent connaitre les polynomes
irréductibles de C[X] et R[X].

L’étude des polynomes sur un corps fini est hors
programme.

Les algebres sont unitaires.
Exemples : K[X]|, L(E), M,(K), F(X,K).

Ce chapitre prolonge les notions de limites, de suites, de séries et de fonctions étudiées en premiére
année MPSI ; il introduit la topologie des espaces vectoriels normés, ce qui permet de fournir un cadre
cohérent pour ’étude de ces notions a un niveau suppérieur. Les concepts étudiés ici se prétent a
des représentations issues de différents registres; dans ce cadre, on tachera de souligner le contenu
géométrique des notions abordées, notamment en ayant recours a de nombreuses figures.

Ce chapitre vise quatre objectifs :

— introduire, dans le cadre des espaces normés, le vocabulaire de la topologie ;

— introduire les notions de compacité et de connexité par arcs dans un espace normé;

— établir 'équivalence des normes en dimension finie et en tirer des conséquences (caractérisation
de la compacité et de la convergence d’une suite bornée, continuité des applications linéaires et

multilinéaires ... );



— donner, a travers l’étude des espaces normés de dimension finie, un cadre commode pour traiter
diverses applications a l'analyse (fonctions vectorielles, suites et séries de fonctions, équations
différentielles linéaires).

1l est attendu qu’a l'issue de ce chapitre, les éléves

— aient une bonne connaissance des normes usuelles sur K™ et sur les espaces de suites, de matrices
et de fonctions, sachent en établir les proprictés et soient capables de les comparer;

— acquierent les notions de base sur [’étude locale d’une fonction, les motions de compacité et de
connexité par arcs, et connaissent les propriétés globales des fonctions continues;

— sachent exploiter la densité pour établir des relations entre fonctions continues ;

— soient capables d’exploiter les propriétés de compacité et de connexité par arcs notamment en
dimension finie.

Hormis les définitions et quelques exemples simples, l’étude générale de la notion de suite de Cauchy
et celle d’espace de Banach est hors programme; ces notions sont introduites a titre d’information pour
préparer les éléves aux cursus post classes préparatoires.

Dans tout ce chapitre, K désigne l'un des deuz corps R ou C.

2.2.1 Normes et espaces vectoriels normés

Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe. Vecteurs unitaires.

Espaces vectoriels normés.

Distance associée a une norme. Inégalité triangulaire. Distance a une partie.
Boules fermées, boules ouvertes, spheres. Convexité

des boules.

Parties, suites et fonctions bornées.

Norme associée a un produit scalaire sur un espace

préhilbertien réel.

n p
Normes usuelles || ||1,]| [l2et || ||co sur K™. Normes || Al; = sup E la; j|, |Aljcc = sup g i
1<j<p 4= 1<i<n ‘=
usuelles || |1, || 2 et || [|oo sur My p(K). =1 j=1

/
14l = (3 lais?)" A= (ai5) €M p(K).

1<i<n
1<5<p

Si X est un ensemble, norme de la convergence uni- Norme dite infinie ou uniforme.
forme sur I'espace des fonctions bornées de X dans

K.

Normes de la convergence en moyenne et de la

convergence en moyenne quadratique sur 1’espace

des fonctions continues sur un segment a valeurs

dans K.

Produit fini d’espaces vectoriels normés. Norme produit.

2.2.2 Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé



Suite convergente, divergente. Unicité de la li-
mite. Caractere borné d’une suite convergente.
Opérations algébriques sur les suites convergentes.
Convergence d’une suite & valeurs dans un produit
fini d’espaces normés.

Suites extraites, valeurs d’adhérence.

2.2.3 Topologie d’un espace vectoriel normé

Ouvert d’'un espace normé. Stabilité par réunion
quelconque, par intersection finie.

Voisinage d’un point.

Fermé d’un espace normé. Stabilité par intersection
quelconque, par réunion finie.

Point  intérieur, point adhérent.
adhérence, frontiere d’une partie. Caractérisation
séquentielle des points adhérents, des fermés.
Partie dense.

Si A est une partie d'un espace normé, ou-
vert et fermé relatifs de A. Voisinage relatif. Ca-
ractérisation séquentielle des fermés de A.

Intérieur,

2.2.4 Comparaison des normes

Normes équivalentes. Invariance du caractere
borné, de la convergence d’une suite et des notions

topologiques par passage a une norme équivalente.

Une suite ayant au moins deux valeurs

d’adhérence diverge.

Une boule ouverte est un ouvert.

Une boule fermée et une sphere sont fermées.

Utilisation des suites pour établir que deux
normes ne sont pas équivalentes.

La comparaison de normes définies sur des es-
paces fonctionnels fait partie des capacités at-
tendues des éleves.

2.2.5 Etude locale d’une application, continuité

Limite en un point adhérent a une partie A. Ca-
ractérisation séquentielle.

Cas d’une application a valeurs dans un produit fini
d’espaces normés.

Opérations algébriques sur les limites.

Limite d’une composée.

Continuité en un point. Caractérisation séquentielle
de la continuité en un point.

Applications continues. Opérations algébriques sur
les applications continues. Composition de deux ap-
plications continues.

Extensions de la notion de limite : limite de f(x)
lorsque ||z|| tend vers +oo ; limite de f(x) quand
x tend vers+oo ou vers —oo, lorsque A est une
partie de R; limite infinie en a adhérent a A
pour une application a valeurs réelles.

Les éleves doivent savoir que deux applications
continues qui coincident sur une partie dense
sont égales.
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Image réciproque d’un ouvert, d’un fermé par une
application continue.

Applications uniformément continues, applications
lipschitziennes ; uniforme continuité des applica-
tions lipschitziennes.

Si u est une application linéaire d’un espace vec-
toriel normé E dans un espace vectoriel normé F,
la continuité de u équivaut a l’existence d’un réel
C > 0 tel que, pour tout z € E, ||u(z)|| < C||x].

Exemple : I'application = +— d(z, B) ou B est
une partie d’un espace vectoriel normé.

Notation L.(E, F).
La notion de norme subordonnée est hors pro-
gramme.

2.2.6 Parties compactes d’un espace vectoriel normé

Définition d’une partie compacte K par la propriété
de Bolzano-Weierstrass : toute suite d’élément de
K possede une valeur d’adhérence dans K.

Une partie compacte est fermée et bornée. Une par-
tie fermée d’une partie compacte est compacte.
Une suite d’éléments d’une partie compacte
converge si, et seulement si, elle admet une unique
valeur d’adhérence.

Produit d’une famille finie de compacts.

Image d’une partie compacte par une application
continue.

Théoreme de Heine.

La propriété de Borel-Lebesgue est hors pro-
gramme.

Cas particulier des applications & valeurs
réelles : théoreme des bornes atteintes.
Toute application continue sur une partie com-

pacte est uniformément continue.

2.2.7 Parties connexes par arcs d’un espace vectoriel normé

Arc (ou chemin continu) joignant deux points.

Parties connexes par arcs.

Les parties connexes par arcs de R sont les inter-
valles.

Image continue d’une partie connexe par arcs.

Relation d’équivalence associée sur une partie A
de E. Les classes d’équivalence sont les compo-
santes connexes par arcs de la partie A.

Cas des parties convexes, des parties étoilées.

Cas particulier des applications &a valeurs
réelles : théoreme des valeurs intermédiaires.

2.2.8 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Equivalence des normes sur un espace de dimension
finie.

Invariance des différentes notions topologiques par
rapport au choix d’une norme en dimension finie.
Caractérisation de la convergence dans un espace
de dimension finie & ’aide d’une base.

Démonstration non exigible.

Les éleves doivent savoir que la convergence
d’une suite (ou lexistence de la limite d’une
fonction) a valeurs dans un espace vectoriel
normé de dimension finie équivaut a celle de cha-
cune de ses coordonnées dans une base.
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Une partie d’'un espace normé de dimension finie
est compacte si, et seulement si, elle est fermée et
bornée.

Une suite bornée d’un espace normé de dimension
finie converge si, et seulement si, elle possede une
unique valeur d’adhérence.

Un sous-espace de dimension finie d’un espace
normé est fermé.

Si E est de dimension finie, toute application
linéaire de F dans un espaces normé F' est continue.
Continuité des applications polynomiales, des ap- Exemple : déterminant.
plications multilinéaires définies sur un produit
d’espaces normés de dimensions finies.

2.2.9 Propriété de Cauchy pour les suites

Suites de Cauchy dans un espace vectoriel normé. La notion de suite de Cauchy est introduite a
Toute suite convergente est de Cauchy. Définition titre d’information ; elle sera développée dans les
d’un espace vectoriel normé complet (espace de Ba- cursus post classes préparatoires.

nach).

R, C et, plus généralement, tout espace vectoriel Exemple d’espace vectoriel normé non complet.
normé de dimension finie sont complets.

2.3 Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Ce chapitre a un triple objectif :

— consolider et approfondir les acquis de la classe de premiére anné MPSI relatifs a l'étude des
concepts fondamentaux de l’algébre linéaire notamment en dimension finie ;

— €tudier la réduction des endomorphismes et des matrices;
— exploiter les résultats obtenus pour l’étude de problemes issus de l’algebre, de l’analyse et de la
géométrie.

Les méthodes qui y sont présentées sont de deux types : les unes, de nature géométrique, reposent sur
les notions de sous-espace stable et d’éléments propres; les autres, de nature algébrique, font appel aux
polynomes annulateurs.

1l est attendu qu’a l'issue de ce chapitre, les éléves

— acquiérent les notions de base sur la réduction des endomorphismes et des matrices (éléments
propres, sous-espoace stable, polynome d’endomorphisme et de matrice, polynome annulateur) ;

— puissent mettere en ceuvre ces notions pour mener l’étude, dans des cas standard, de la diagona-
lisation et la trigonalisation des matrices et des endomorphismes, en dimension finie;

— soient capables d’exploiter les résultats obtenus pour [’étude de problémes issus de lalgébre, de
Uanalyse et de la géométrie.

Dans ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel ot le corps de base K désigne un sous-corps de C.

On se limitera dans la pratique au cas ot K est égal a R ou C.

2.3.1 Sous-espaces stables ; éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée
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Rappels sur les matrices semblables.

Sous-espace F' stable par un endomorphisme u de
E. Endomorphisme ug de F induit par u. Somme
et intersection de sous-espaces stables par u.

Droite stable par un endomorphisme. Valeur
propre, vecteur propre, sous-espace propre.

Le spectre d’un endomorphisme d’un espace de di-
mension finie est ’ensemble de ses valeurs propres.
La somme d’une famille finie de sous-espaces
propres est directe.

Le spectre d’un endomorphisme d’un espace de di-
mension finie n est fini de cardinal au plus n.

Si deux endomorphismes u et v commutent, Keru
et Imu sont stables par v.

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces
propres et spectre d’une matrice carrée.

2.3.2 Polynoéme caractéristique

Polynome caractéristique d’une matrice carrée,
d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de di-
mension finie.

Les racines du polynome caractéristique dans le
corps de base sont les valeurs propres. Multiplicité
d’une valeur propre.

Si le polynéme caractéristique x, est scindé, la
somme et le produit des valeurs propres de u,
comptées avec leur multiplicité, sont égaux a la
trace et au déterminant de u respectivement.
Polynoéme caractéristique d’une matrice triangu-
laire. Polynome caractéristique d’un endomor-
phisme induit.

Interprétation géométrique.
Les éleves
phisme canoniquement associé a une matrice
carrée.

En dimension finie, traduction de la stabilité
d’un sous-espace F' par un endomorphisme u
a l'aide de la matrice de u dans une base de
E adaptée a F'; caractérisation des endomor-
phismes stabilisant des sous-espaces vectoriels
Fi,...,F.de Etelsque E=F| & ---& F, par
leur matrice dans une base de E adaptée a cette
décomposition.

Un vecteur propre est non nul.

doivent savoir utiliser ’endomor-

La notion de valeur spectrale est hors pro-
gramme.

Toute famille de vecteurs propres associés a des
valeurs propres deux a deux distinctes est libre.

En particulier, tout sous-espace propre de u est
stable par v.

Equation aux éléments propres M X = A X.
Deux matrices semblables ont méme spectre.

Si K est un sous-corps de L et si M € M,,(K), le
spectre de M dans K est contenu dans le spectre
de M dans L.

Une matrice et sa transposée ont méme
polynome caractéristique; le polyndome ca-
ractéristique est un invariant de similitude.
Notations x, XA-

Le polynome caractéristique est unitaire; va-
leurs des coefficients des monomes de degrés 0
et n — 1 dans xq, x4-

Le sous-espace propre associé a une valeur
propre A est de dimension inférieure ou égale
a la multiplicité de .
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2.3.3 Endomorphismes et matrices carrées diagonalisables

Un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de di-
mension finie est dit diagonalisable s’il existe une
base de F dans laquelle sa matrice est diagonale.
Pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable, il
faut et il suffit que la somme de ses sous-espaces
propres soit égale a E.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est
semblable & une matrice diagonale.

Pour qu’une matrice carrée soit diagonalisable, il
faut et il suffit que ’endomorphisme canonique-
ment associé soit diagonalisable.

Cas d’un endomorphisme d’un espace de dimension
n admettant n valeurs propres distinctes.

Pour qu'un endomorphisme u soit diagonalisable,
il faut et il suffit que x, soit scindé et que, pour
toute valeur propre de u, la dimension de I'espace
propre associé soit égale a sa multiplicité.

Une telle base est constituée de vecteurs propres.

Cas des projecteurs, des symétries.

Dans la pratique des cas numériques, on se limite
an=2oun=3.

Traduction matricielle.

Traduction matricielle.

2.3.4 Endomorphismes et matrices carrées trigonalisables

Un endomorphisme est dit trigonalisable s’il existe
une base dans laquelle sa matrice est triangulaire
supérieure.

Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est
semblable a une matrice triangulaire supérieure.
Pour qu’une matrice carrée soit trigonalisable, il
faut et il suffit que ’endomorphisme canonique-
ment associé le soit.

Un endomorphisme est trigonalisable si, et seule-
ment si, son polynoéme caractéristique est scindé.

Cas particulier : Endomorphismes nilpotents, ma-
trices nilpotentes.

Un endomorphisme est nilpotent si, et seulement si,
il est trigonalisable avec pour seule valeur propre 0.
L’indice de nilpotence est majoré par la dimension
de F.

2.3.5 Polynomes d’un endomorphisme, d’une

Pour u € L(F), morphisme d’algebres P +— P(u)
de K[X] dans L£(FE). Le noyau de ce morphisme
est I'idéal annulateur de u. Son image est la sous-
algebre commutative Klu| de L(E).

Interprétation géométrique.

La pratique de la trigonalisation n’est pas un
objectif du programme. On se limite au cas n =
2oun=3.

Interprétation dans le registre matriciel.
Expression de la trace et du déterminant d’un
endomorphisme trigonalisable, d’une matrice
trigonalisable a ’aide des valeurs propres.
Indice de nilpotence.

matrice carrée

Pour M dans K[X], morphisme P — P(M) de
K[X] dans M,,(K), idéal annulateur de M, sous-
algebre K[M] de M,,(K).
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Polynéme minimal d’un endomorphisme d’un es-
pace de dimension finie, d’'une matrice carrée.

Si d est le degré du polynéme minimal, alors la
famille (u*)g<x<q_1 est une base de Ku].

Siu(x) = \zx et P € K[X], alors P(u)(z) = P(\)z.

Théoreme de Cayley-Hamilton.

Théoreme de décomposition des noyaux : Si
Py, ..., P, sont des éléments de K[X] deux a deux
premiers entre eux de produit égal a P, alors

Ker(P(u)) = Ker(Pi(u)) @ - - - @ Ker(P(u)).

Le polynéme minimal est unitaire.

Si P est un polynéome annulateur de wu, toute
valeur propre de u est racine de P.
Démonstration non exigible.

2.3.6 Application a la réduction de la notion de polynéme annulateur

Famille (p1,...,p,) des projecteurs associés a une
décomposition de F de la forme E = F1 ®--- @ F,.

Un endomorphisme u est diagonalisable si, et seule-
ment si, il existe un polynoéme scindé a racines
simples annulant u, ou encore si, et seulement si,
son polyndéme minimal est scindé a racines simples.
Polynéme minimal d’un endomorphisme induit.

S’il existe un polyndéme scindé annulant wu,
décomposition de E en somme directe de sous-
espaces stables par u sur chacun desquels u induit
la somme d’une homothétie et d’'un endomorphisme
nilpotent.

Décomposition spectrale d'un endomorphisme
diagonalisable u dont les sous-espaces propres
sont F1,..., F. :u = Ap1+---+Apr; pour tout
P e K[X]v P(u) = P()‘l)pl + P()‘r)pr'
Interprétation de ce résultat dans le registre ma-
triciel.

Diagonalisabilité d’un endomorphisme induit
par un endomorphisme diagonalisable.

Interprétation de ce résultat dans le registre ma-
triciel.

La décomposition de Dunford et la réduction de
Jordan sont hors programme.

2.4 Séries dans un espace normé de dimension finie ; familles sommables

L objectif de ce chapitre est triple :

— étendre la notion de série convergente au cadre des espaces normés de dimension finie, en parti-
culier auzx espaces d’endomorphismes et de matrices ; ce qui permet de compléter et consolider les
acquis de premiere année MPSI relatifs aux séries numériques ;

— définir Dexponentielle d’endomorphismes et de matrices carées ;

— introduire la notion d’ensemble dénombrable et de famille sommable de nombres réels ou complexes
indexée par un tel ensemble; cette notion sera utile notamment pour I’étude des probabilités.

1l est attendu qu’a l'issue de ce chapitre, les éléves acquicrent des notions de base sur les séries d’éléments
d’un espace normé de dimension finie et la sommabilité notamment en vue d’étudier les problémes
d’interversion de sommation.
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2.4.1 Séries a valeurs dans un espace normé de dimension finie

1l est recommandé de faire des rappels de cours et des exercices de révision sur les séries numériques
avant d’entamer [’¢tude des séries dans un espace normé de dimension finie.

Série d’éléments d’un espace normé de dimension
finie. Sommes partielles. Convergence, divergence.

Somme et restes d'une série convergente.

Le terme général d’une série convergente tend vers
0.

Espace vectoriel des séries convergentes ; linéarité
de la somme.

Lien entre suite et série.

Série absolument convergente.

Une série absolument convergente d’éléments d’un
espace vectoriel normé de dimension finie est
convergente ; inégalité triangulaire.

Cas d’une algebre normée de dimension finie
série géométrique de Neumann, application expo-
nentielle dans une telle algebre.

Cas particuliers d’un nombre complexe, d’'un endo-
morphisme d’un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie, d’une matrice carrée réelle ou complexe.
Notations exp(a), e* pour a € A et exp(A), e pour
A e M, (K).

> uy, désigne la série de terme général u,, on

n
dit aussi série associée a la suite (up)pen-

Lorsqu’une série ) u, est convergente, on note
+oo "
> uy, la somme de la série et, pour tout n € N,
n=0

“+o0o

> wuy désigne son reste d’order n.
k=n-+1
Divergence grossiere.

La suite (uy)n et la série > (up4+1 — uy) sont de
n
méme nature.

Le critte de Cauchy est hors programme.

Si A est une algebre normée de dimension finie
ayant e pour élément unité alors :

-si a € A est tel que ||a|| < 1, la série
géométrique de Neumann y, o a” (a” := e) est
absolument convergente, e—a est inversible dans
Aet (e—a)t =32 ja™ i
- de méme, pour tout u € A, la série Y 447
est absolument convergente; sa somme se note
exp u et s’appelle 'exponentielle de w :

[o@) un
expu = E —.
n!

n=0

2.4.2 Familles sommables de nombres complexes

On introduit ici la notion d’ensemble dénombrable et de famille sommable, de nombres réels ou com-
plexes, indexée par un tel ensemble. 1l s’agit d’une extension de la notion de série absolument convergente
basée sur le fait que pour une telle série, la structure d’ordre de N n’intervient pas pour en calculer la

somime.

Ensemble dénombrable, au plus dénombrable.

Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bi-
jection avec N il est dit au plus dénombrable
s’il est en bijection avec une partie de N.

7Z est dénombrable ; les parties infinies de N sont
dénombrables.
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Un ensemble est au plus dénombrable si, et seule-
ment si, il est fini ou dénombrable.

Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables
est dénombrable.

Une réunion finie ou dénombrable densembles
dénombrables (resp. au plus dénombrables) est
dénombrable (resp. au plus dénombrable).
L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Famille sommable de réels positifs indexée par un
ensemble au plus dénombrable I. Somme.

Critere de comparaison.

Si (v;)ier est une famille de réels positifs indéxée
par un ensemble dénombrable I et ¢ : N — I une
bijection, alors, la famille (v;);e; est sommable si,
et seulement si, la série ) Ug(n) €st convergente,

+oo
auquel cas Z Vo (n) = Z vj.

n=0 icl
Théoréeme de sommation par paquets (cas d’une fa-
mille de réels positifs) : si (I,)nen est une partition
de I, alors, pour toute famille (u;);er de réels posi-

tifs :
+oo
Su-3 ().
i€l n=0 \iel,

Famille sommable de nombres réels ou complexes
indexée par un ensemble au plus dénombrable.

L’ensemble N x N est dénombrable.

L’ensemble Q est dénombrable.

Démonstration non exigible.

La famille (u;)ier est dite sommable si Pen-
semble des sommes ), ;u;, ou J décrit I'en-
semble des parties finies de I, est majoré, au-
quel cas la borne supérieure de cet ensemble est
égale a la somme de la famille; dans le cas ou
la famille n’est pas sommable, il est pratique de
convenir que sa somme est égale a 400.
Dans tous les cas, la somme est notée Y. u;.
Si 0 < u; <w;, pour tout ¢ € I, alors :
- la sommabilté da la famille (v;);c; entraine
celle de (u;)ier et on a 0 < Zu, < Zvi.

icl icl
- la non sommabilté de la famille (u;);c; entraine
la non sommabilté de (v;);er.

Démonstration hors programme.

La famille (uy)xes est dite sommable si la famille
(’Uk’)ke[ Pest.
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Somme d’une telle famille (cas réel, cas complexe).

Lorsque I = N, lien avec la convergence absolue de
la série >, up.

Invariance de la sommabilité et de la valeur de la
somme par permutation de ’ensemble des indices.

Espace vectoriel des familles sommables d’éléments
de K, K = R ou C; linéarité de la somme, inégalité
triangulaire. Sous famille d’une famille sommable.

Théoreme de sommation par paquets : soit (u;)ier
une famille sommable de complexes et soit (I;,)nen
une partition de I. Alors, pour tout n € N, la
famille (u;)iez, est sommable de somme s, =
> ier, Ui la famille (s, )nen est aussi sommable et

+oo —+o00
ona:Zui:ZSn:Z <Zuz>
el n=0 n=0 \iel,
Critere suffisant de sommabilité.

Si la famille (ug)rer est réelle, sa somme est
définie comme étant la différence des sommes
des familles, de réels positifs, composées par ses
parties positive et négative :

D uk =D ug = ) ug

kel kel kel

dans le cas général, sa somme est définie par

Zuk = ZRe(uk) +1 Zlm(uk).

kel kel kel

La suite (up)nen est sommable si, et seulement
si, la série ) wu, est absolument convergente,

+oo
auquel cas Z Up, = E Up,.
n=0

neN
Si (vi)ier est une famille de complexes indéxée

par un ensemble dénombrable I et 0 : N — [
une bijection, alors, la famille (v;);er est som-
mable si, et seulement si, la série ) v, (,) est

+oo
convergente, auquel cas E ’Ua(n) = E Vj.
n=0 el

Si la famille (u;);er est sommable alors

el i€l

Démonstration hors programme.

On vérifie I'hypothese de sommabilité d’une fa-
mille (u;);cr en appliquant le théoréme de som-
mation par paquets, énoncé pour les familles de
réels positifs, a la famille (|u;])ier.
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Cas des suites doubles; interversion des somma-
tions :

- la famille (@mn)@mnyenz d’éléments de RT est
sommable si, et seulement si, pour tout n, la

oo
série E am,n converge et la série g ( g am,n>
n m=0

converge , auquel cas

+oo /+oo
3 (3 o) = 3 (o)
n=0 m=0

qui vaut aussi la somme de la famille.

- si la famille (Umn)(m,n)en2 de complexes est som-
mable, alors

+oo +oo
3 (3 una) = X2 (S )
n=0 m=0

qui vaut aussi la somme de la famille.

Définition du produit de Cauchy de deux séries de
nombres complexes.

Produit de Cauchy de deux séries absolument
convergentes : si les séries )~ an et Y, - b, sont
absolument convergentes, alors la série g cn Vest

n=0
aussi et la famille (apbg)(p,q)enz est sommable.

Application : si u et v sont deux éléments commu-
tables d’une algebre normée de dimension finie A,
alors exp(u + v) = exp(u) exp(v).

On vérifie I’hypothese de sommabilité en ap-
pliquant le résultat précédent a la famille

(’um7n|)(m,n)EN2 .

La série ) - ,c, ol pour tout n € N,
Cn = p_oakbn_g, est appelée la série produit
de Cauchy des séries D g an et > ~oby

x o o
Dans ce cas ch = Zan> (Z bn) qui
n=0 n=0 n=0

vaut aussi la somme de la famille (apbq) .
(p,q)EN?

n k
Si Sp(w) = Z%, we AUR et n € N, alors
k=0

150 () Sn(v) =S (utv) || < Sn(l[ul)Snllv[l) =S ([l +]v]])-

2.5 Fonctions vectorielles d’une variable réelle, arcs paramétrés

Ce chapitre poursuit quatre objectifs :

— Consolider les acquis de premiére année MPSI concernant la dérivation des fonctions d’une va-
riable réelle a valeurs réelles ou complexes et étendre ces résultats au cas des fonctions d’une
variable réelle a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie ;

— préciser les notions de tangente et de vitesse instantanée ;

— définir Uintégrale d’une fonction continue par morceauzr sur un segment & valeurs dans un es-
d lint le d’ t t t [ d
pace normé de dimension finie, en établir les principales propriétés puis en déduire l'inégalité des

accroissements finis et les formules de Taylor;

— fournir des outils pour ’étude des équations différentielles linéaires et le calcul différentiel.

1l est attendu qu’a l’issue de ce chapitre, les éléves
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— connaissent et sachent exploiter l'interprétation cinématique et graphique de la notion de dérivée

en un point;

— soient capables de mener ’étude de fonctions d’une variable réelle a valeurs dans un espace vec-
toriel de dimension finie et en particulier d’en établir les propriétés lices a la continuité, a la

dérivabilité et a la classe C*, k € N* ;

— connaissent la différence de nature entre la formule de Taylor-Young (locale) et les formules de
Taylor globales (reste intégral et inégalité de Taylor-Lagrange) ;

— sachent déterminer la tangente et la normale a un arc paramétré plan en un point associé a un

parametre réqulier.

Les fonctions étudiées ici sont définies sur un intervalle I de R, a valeurs dans un espace normé de

dimension finie F.

2.5.1 Dérivation

Dérivabilité d’une fonction en un point.
Dérivabilité a droite et a gauche.

Caractérisation de la dérivabilité a I’aide d’une base
de F'; expression des composantes de la dérivée en
un point.

Dérivabilité sur un intervalle, application dérivée.
Combinaison linéaire de fonctions dérivables,
linéarité de la dérivation.

Dérivabilité et dérivée d’une application de la forme
Lo f ou L est une application linéaire de F' dans
un espace vectoriel de dimension finie.

Dérivabilité et dérivée d’une application de la forme
B(f,g):t— B(f(t),g(t)) ou B est une application
bilinéaire ; cas du produit scalaire et du carré de la
norme d’un espace euclidien.

Dérivabilité et dérivée de fop ou ¢ est une fonction
réelle de variable réelle et f une fonction vectorielle.

Applications k fois dérivables, de classe CF, de
classe C™ (k € N*).

Opérations algébriques sur les applications de
classe CF.

Dérivée k-ieme d’une application de la forme
B(f,g) : t — B(f(t),g(t)), B étant une applica-
tion bilinéaire : si f et g sont k fois dérivables (resp.
de classe C*) alors B(f, g) 'est aussi. Expression de
la dérivée k-ieme de B(f, g) : formule de Leibniz.

Formes équivalentes taux d’accroissement,
développement limité a 1’ordre 1.
Interprétation cinématique, vitesse instantanée.

Af+9) =A"+4.

(Lof)=Lof.

Si (F,(.].)) est un espace euclidien et || || sa
norme euclidienne, la dérivée de t — (f(t)|g(t))
est Vapplication ¢ — (f/(1)|g(t)) + (/(1)lg'(£)),
celle de t +— || f()||? est t — 2(f'(t)|f(t)).

(fop) =@ .(f o).

Interprétation cinématique de la dérivée se-
conde, accélération.

Espace vectoriel C¥(I, F) des applications de
classe C¥ sur I & valeurs dans F, algbre C*(I)
des fonctions de classe C* sur I a valeurs rélles
ou complexes, 0 < k < +4o00.

k

(B0) "0 =32 () BV 0.5 o). e 1

p=0
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La composée f o d’une application f : I — F
de classe C* sur I et d’une application ¢ de classe
C* sur un intervalle J de R & valeurs dans I est de
classe C* sur J.

2.5.2 Intégration sur un segment

Intégrale d’une fonction f continue par morceaux
sur un segment [a,b] de R, & valeurs dans F.

Propriétés de I'intégrale : linéarité, additivité (rela-
tion de Chasles), composition par une application
linéaire entre espaces vectoriels normés de dimen-

sion finie.
b b
/ f]s [ 1.

Sommes de Riemann associées & une subdivision de
pas constant.

Inégalité triangulaire : ‘

T

Dérivation de = — f(t)dt pour f continue.

Théoreme fondamen%al du calcul intégral : toute
fonction continue sur un intérvalle possede une pri-
mitive. Techniques de calcul de primitives notam-
ment dans le cas des fonctions numériques.

Inégalité des accroissements finis pour une fonction
de classe C'.

Formules de Taylor avec reste intégrale et inégalité
de Taylor-Lagrange a ’ordre n pour une fonction
de classe C"t1.

Formule de Taylor-Young a ’ordre n pour une fonc-
tion de classe C™.

2.5.3 Arcs paramétrés

Arc paramétré de classe C*, k € N*, & valeurs dans
F'. Support de l'arc (ou courbe associée). Multipli-
cité d’un point du support. Parametre régulié. Tan-
gente en un point associé a un parametre régulier ;
normale & un arc paramétré plan en un point as-
socié a un parametre régulier.

Définie par les intégrales des coordonnées dans

une base. Notations [, f, fab fs fabf(t) dt.

Si L est une application linéaire de F' dans
un espace vectoriel de dimension finie alors

L(fr)=JlLor.

On peut établir cette inégalité, évidente pour les

fonctions en escalier, en admettant le résultat

d’approximation de f, uniformément sur |[a,b],

par une suite de fonctions en escalier.

Si f : [a,b] — F est continue par morceaux, alors
—a

b b
- Zf(a+k - >7H_+€o/a f(t)dt.

f étant une fonction continue sur [ et a € I, la
fonction & — [ f(t)d¢ est une primitive de f
sur I. C’est I'unique primitive de f qui s’annule
en a. De plus pour toute primitive G de f sur [

G(z) = Gla) + / " f)at.

Soit f une application de classe C! sur [a, b] telle
que ||[f'()|| < M, pour tout t € [a,b], alors
1F(b) = fa)| < M (b—a).

Le résultat de Taylor-Young est local, contrai-
rement aux autres résultats. Les hypotheses des
résultats globaux sont plus fortes.

Interprétation cinématique des dérivées d’ordre
1 et 2.
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Exemples simples d’arcs paramétrés plans. La pratique du tracé des arcs paramétrés n’est
pas un objectif du programme de deuxieme
année.

2.6 Suites et séries de fonctions

Ce chapitre vise deux objectifs :

— définir les modes usuels de convergence des suites et séries de fonctions (convergence simple,
convergence uniforme, convergence normale d’une série de fonctions) ;

— exploiter ces types de convergence pour étudier la stabilité des propriétés des fonctions par passage
a la limite (interversion des limites, continuité, dérivation, intégration) ainsi que l’approximation
d’une fonction par des fonctions plus simples.

1l est attendu qu’a l'issue de ce chapitre, les éléves

— soient capables de mener [’étude de la convergence d’une suite ou d’une série de fonctions et en
maitrisent les techniques;

— soient en mesure de mettre en cuvre ces techniques et les exploiter pour ’étude des propriétés de
la limite d’une suite (ou de la somme d’une série) de fonctions (régularité, étude asymptotique,
comparaison série-intégrale) ;

— puissent exploiter les résultats obtenus lors de la mise en place des outils pour I’étude des équations
différentielles linéaires ( fonction exponentielle).

2.6.1 Modes de convergence d’une suites ou d’une séries de fonctions

Convergence simple d’une suite ou d’une série d’ap- Les notions de convergence simple et uniforme
plications d’un ensemble X dans un espace vectoriel d’une série de fonctions sont définies via la suite

normé de dimension finie F'. de ses sommes partielles.

Convergence uniforme d’une suite ou d’une série Dans l'espace B(X; F') des applications bornées
d’applications de X dans F. de X dans F, muni de la norme de la conver-
La convergence uniforme implique la convergence gence uniforme, interprétation de la convergence
simple. uniforme en terme de norme.

Une série de fonctions converge uniformément si, et
seulement si, elle converge simplement et la suite de
ses restes converge uniformément vers 0.
Convergence normale d’une série d’applications de
X dans F. La convergence normale implique la
convergence uniforme et la convergence absolue en
tout point.

2.6.2 Stabilité des propriétés des fonctions par passage a la limite

X désigne ici une partie d’un espace vectoriel normé de dimension finie E.
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Théoreme d'interversion des limites (double limite) :
soient (fn)n>0 une suite de fonctions de X dans F
convergeant uniformément vers f sur X, ¢ un point
de E adhérent a X ; si, pour tout n > 0, la fonction
frn admet une limite ¢, € F en a, alors la suite
(4n)n>0 admet une limite £ € F et on a f(x) — l;

autrement dit

Tim fn(x)> -

lim (
r—ra \n—-+00

Jm (lm (@)
Théoreme de continuité :

Continuité en xg € X de la limite d’une suite (ou
de la somme d’une série) d’applications de X dans
F, continues en x(, convergeant uniformément sur
un voisinage de x.

Continuité de la limite d’une suite (ou de la somme
d’une série) uniformément convergente d’applica-
tions continues de X dans F'.

Application : Dans une algebre normée A de dimen-
sion finie, continuité, sur la boule unité ||a|| < 1, de
I'application a + (e—a)~! et sur A de I’application
exponentielle a — exp(a).

Intégration d’une limite uniforme sur un segment :

Soient I un intervalle de R, zg un point de I et
(fn)n>0 une suite de fonctions continues de I dans
F. On suppose que la suite (fy)n>0 converge uni-
formément sur tout segment contenu dans I vers
une fonction f : I — F. Pour n dans N* et z dans

fnetg(x) = / f. Alors la

o 0
suite de fonctions (gn)n>0 converge uniformément

vers g sur tout segment contenu dans 1.

I, on pose : gn(x) =

Dérivation de la limite d'une suite de fonctions :
Soient I un intervalle de R et (f,)n>0 une suite
de fonctions de classe C! de I dans F'. On suppose
que la suite ( fy,)n>0 converge simplement sur I vers
une fonction f : I — F et que la suite (f})n>0
converge uniformément sur tout segment contenu
dans I vers une fonction h : I — F. Alors la suite
de fonctions (fy)n>0 converge uniformément vers f
sur tout segment contenu dans I, f est de classe C?
sur I et f' = h.

Démonstration non exigible.

Adaptation, si X est un intervalle non majoré
(resp. non minoré) de R, au cas ol a = 400
(resp. a = —00).

Extension du théoreme et de son adaptation au
cas des séries de fonctions : interversion d’une
limite et d’'une somme.

Adaptation au cas ou la convergence est uni-
forme sur tout compact de X.

En particulier, si la suite (fy)n>0 converge uni-
formément vers f sur le segment J, alors :

Jm [ =1

lim

Adaptation au cas des séries de fonctions :
théoreme d’intégration terme a terme d’une
séries de fonctions continues convergeant uni-
formément.

Extension aux suites de fonctions de classe C¥,
sous I’hypotheése de convergence simple de la
suite (f,Sp))nzo pour tout p € {0,...,k — 1} et
de convergence uniforme de la suite ( fT(Lk))nZO
sur tout segment contenu dans I.

Adaptation au cas des séries de fonctions :
théoreme de dérivation terme a terme d’une série
de fonctions de classe C! ; extension aux séries de
fonctions de classe C*.
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Application : Dérivation, si a est un élément d’une

algébre normée de dimension finie, de I’application
X in

t
€q : t— exp(ta) = Z —a", définie sur R.
n!

n=0
2.6.3 Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction f : [a, b] —
F, continue par morceaux sur [a,b], par des fonc-
tions en escalier.

Théoreme d’approximation polynomiale de Weiers-
trass : toute fonction complexe continue sur un seg-
ment y est limite uniforme d’une suite de fonctions
polynomiales.

2.7 Séries entieres

Ce chapitre a trois objectifs :

a

el(t) = %[exp(ta)] = aexp(ta) = exp(ta)a; en
particulier e, est de classe C*° sur R. Relation
ea(t +8) = ea(t)ea(s) = ea(s)ea(t), (s,t) € R

Démonstration non exigible.

— étudier la convergence d’une série enticre et les propriétés de sa somme, grace au concept fonda-

mental de rayon de convergence ;

— introduire la notion de développement d’une fonction en série entiére (série de Taylor);

— établir les développements en série entiére des fonctions usuelles.

1l est attendu qu’a l’issue de ce chapitre, les éléves

— puissent déterminer le rayon de convergence d’une série entiére dans des cas standard ;

— connaissent les propriétés d’une telle série et celles de sa somme (domaines de convergence simple,
uniforme et normale ; continuité de la somme; dérivation et intégration terme a terme) ;

— connaissent les développements en série entiére usuels et sachent les exploiter pour exprimer la
somme d’une série de fonctions ou les solutions d’une équation a l’aide des fonctions élémentaires.

Pour tout r € RT U {+oc}, on pose D(0,r) :={z € C, |2|] <r};si0<r < +oo, D(0,r) est le disque
ouvert de centre 0 et de rayon r ; par abus de langage, on dira que C est le disque ouvert de rayon +oo.

2.7.1 Rayon de convergence d’une série entiere

Notion de série entiere associée a une suite (ay)n>0
de nombres complexes.
Lemme d’Abel : si la suite (anz{)n>0 est bornée
alors, pour tout nombre complexe z € D(0, |z]), la
série E anz" est absolument convergente.

n>0
Rayon de convergence R, ou R d’une série entiere.

La série numérique Z a,z" est absolument conver-
n>0

gente pour tout z € D(0, R) ; elle est grossierement

divergente pour tout z tel que |z| > R.

Notation E anz™.
n>0

Disque ouvert D(0,R) de convergence; inter-
valle ouvert | — R, R[ de convergence.
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Si |ay| < |by| alors R, > Ry .

Une série entiere Z anz" et sa série entiere dérivée
n>0

Z napz" ont méme rayon de convergence.

n>0

Regle de d’Alembert

n

: rayon de convergence de la

Gnil > est
n>0

n

série entiere Zanz si la suite <
n>0

définie et admet une limite dans [0, 4o00].

Somme et produit de Cauchy de deux séries

entieres.

2.7.2 Propriétés de la somme

La convergence d’une série entiere de rayon de
convergence R > 0 est normale sur tout disque
fermé de centre 0 et de rayon strictement inférieur

a R.

Continuité de la somme d’une telle série sur son
disque ouvert de convergence.

Primitivation d’une série entiére sur l'intervalle ou-
vert de convergence.

La somme d’une série entiere est de classe C*° sur
son intervalle ouvert de convergence et ses dérivées
s’obtiennent par dérivation terme a terme.

Expression des coefficients d’'une série entiere de
rayon de convergence strictement positif a ’aide
des dérivées en 0 de sa somme : avec les notations
()

précédentes, ap = T

En particulier, si a,, = O(by,) alors R, > Ry et
si |ap| ~ |by| alors R, = Ry.

Plus généralement, pour tout a € R, les séries
entieres Z anz" et Z n“a,z" ont méme rayon

n>0 n>1
de convergence.

Minoration des rayons de convergences ; linéarité
de la somme, somme du produit de Cauchy.

En particulier, la convergence est normale sur
tout compact contenu dans D(0, R).

L’étude des propriétés de la somme au bord du
disque ouvert de convergence n’est pas un ob-
jectif du programme.

Si ) ,>0an2" est une série entiere de rayon de
convergence R > 0, une primitive sur 'intervalle

o0
|— R, R[ de la fonction f : ¢t +— +z: ant" s’obtient
en intégrant terme a terme la Sél?ie définissant f.
o0
La fonction f : t — iant" est de classe C™
sur | — R, R et, pour ntgtolt keN,

f(k)(t) _ = n n—=k
+oo +oo
Si les fonctions z Z anx” et x > Z bpx™
n=0 n=0

coincident sur un voisinage de 0, alors a,, = b,
pour tout n € N.

2.7.3 Développement d’une fonction en série entiere
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+oo p +oo

Développement de z +— e® sur C; développement e° = Z Z—', z€eC; . = Zz”, |z| < 1.
n! 1-=2

de z — T, sur D(0,1). n=0 n=0
Fonction développable en série entiere sur un inter- Une telle fonction est en particulier de classe C*°
valle | — r,r[, 7 > 0. sur l'intervalle | — r, r[.
Série de Taylor d'une fonction de classe C*° sur un
intervalle | — r,7[, r > 0.

Développements en série entiére en 0 des fonctions : Les éléves doivent étre capables de déterminer
t — €' (a € C), t — sinht, t +— cosht, t — sint, un développement en série entiere a I’aide d'une
t — cost, t — arctant, t — In(1 +¢), t — (1 +¢)* équation différentielle.

(v € R).

2.8 Calcul différentiel

L’objectif de ce chapitre est de présenter les premiéres notions de calcul différentiel dans le cadre des
espaces vectoriels normés de dimensions finies sur R; ce qui permet d’étendre les notions de base du
calcul différentiel d’une variable auzx fonctions de plusieurs variables en vue de les appliquer a la recherche
d’extrémums, la résolution d’équations aux dérivées partielles et I’étude locale des courbes et des surfaces.

Seront étudiées dans ce chapitre les notions de différentielle en un point, de dérivée selon un vecteur
et de dérivées partielles, les notions d’applications continiment différentiables, de gradient, de points
critiques et de dérivées partielles d’ordre supérieur. Ces notions se prétent a des représentations issues
de différents cadres ou registres; on tachera de souligner cet aspect en faisant intervenir a la fois les
aspects intrinseques et calculatoires, et en ayant régulierement recours a des figures et a des croquis.

Lors de cette étude, la différentielle en un point d’une application est introduite a l’aide d’un développement
limité; on tachera de mettre en valeur les faits suivants :

— de nombreuses questions de calcul différentiel s’étudient en se ramenant, via une paramétrisation
de chemins, a des énoncés relatifs aux fonctions d’une variable réelle ; par exemple, en paramétrant
le segment [a,a + h| par Uapplication t — a + th, on obtient f(a+ h) — f(a) = pn(1) — ¢n(0) od,
pour tout t € [0,1], pp(t) = f(a+th);

— les dérivées partielles fournissent un outil pratique de calcul dans le cas ou ’espace de départ est
muni d’une base;

— le choix d’une base de l’espace d’arrivée permet de se ramener au cas des fonctions a valeurs
réelles.

1l est attendu qu’a l'issue de ce chapitre, les éléves

— sachent vérifier si une fonction est différentiable, de classe C*, (k € N*), et en calculer les dérivées
partielles ;

soient en mesure de déterminer les points critiques d’une fonction différentiable, si elle en admet,

et en rechercher les extremums locauzr ou globaux ;

— soient capables d’appliquer les résultats du calcul différentiel notamment pour déterminer les vec-
teurs tangents au graphe d’une fonction de deuz variables ou a une surface d’équation f(z,y,z) =
0, et préciser le plan tangent a une surface définie par une équation cartésienne z = (x,y) ;

— sotent initiés a la résolution d’équations aux dérivées partielles a travers I’étude d’exemples simples ;

— soient capables d’exploiter les résultats de la théorie des fonctions pour l’étude de problémes

numériques (majorations d’expressions, problemes d’optimisation, solutions d’équations, ...).

Les applications f considérées dans ce chapitre sont définies sur un ouvert U de E a valeurs dans F', ot
E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie.
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2.8.1

Dérivée de f au point a selon le vecteur non nul v.
Dérivées partielles de f dans une base de E.

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en
a et dérivable en a selon tout vecteur non nul.
Différentielle de f en a, appelée aussi application
linéaire tangente a f en a. Relation

df (a)(v) = Dy f(a).

Cas particuliers : restriction a un ouvert d’une ap-
plication constante, d’une application linéaire.
Lien entre différentielle et dérivées partielles.
Matrice de df (a) dans un couple de bases de E et
F.

Cas des fonctions d’une variable : si U est un
intervalle ouvert de R et a un élément de U, la
différentiabilité de f en a équivaut a la dérivabilité
de f en a; relation f'(a) = df (a)(1).

2.8.2

Différentiabilité et différentielle d’une combinaison
linéaire d’applications différentiables.
Différentiabilité et différentielle de I’application
B(f,9) : (z,y) = B(f(x),9(y)) ot B est une ap-
plication bilinéaire et f et g sont deux applications
différentiables.

Différentiabilité et différentielle d’'une composée
d’applications différentiables.

Dérivée le long d’un arc v : si v : I — FE est
dérivable en ¢ et f différentiable en (), alors I’ap-
plication f o~ :I — F est dérivable en t et

(f o) (t) = df (v(£)) -7 (1)

d’applications différentiables,
d’une composée d’applica-

Composition
dérivées partielles
tions différentiables.

Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles, différentielle

Notations D, f(a), D, f.

Notations D; f(a) et g—gj(a).

Lorsqu’une base de E est fixée, 'identification
entre f(z) et f(x1,...,zy,) est autorisée.
Développement limité a l’ordre 1 ; notation o(h).

Notations df (a), df (a).v, df.

Matrice jacobienne d’une application définie sur
un ouvert de R™, & valeurs dans R™.

Opérations sur les applications différentiables

d\.f+ g)(a) = \df(a) + dg(a).

On utilise 'existence de C' > 0 tel que, pour tout
couple (u,v), on ait || B(u,v)|| < C|lul ||v||. Tout
développement sur les applications bilinéaires
continues est hors programme.

Interprétation géométrique en termes de tan-
gentes.

Cas particulier fondamental : vy(t) = x + th.
Dérivation de t — f(x1(t),...,x,(t)).

Regle de la chaine (chain rule) : xy, ..., z,, étant
différentiables, calcul des dérivées partielles de

(t1s-tm) = f(@i(t, - tm)s @ty ).
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2.8.3 Cas des applications numériques

Si 'espace E est euclidien, gradient en a d’une ap-
plication numérique différentiable en a. Expression
du gradient dans une base orthonormée.

Notation V f(a).

Point critique d’une application différentiable.
Condition nécessaire d’existence d’un extremum lo-
cal. Exemples de recherche d’extremums globaux.

2.8.4

Notion de vecteur tangent a une partie; ensemble
T, A des vecteurs tangents a A en a.

S’il existe € > 0 et un arc paramétré v :| —e,e[— E,
dérivable en 0 et & valeurs dans A, tel que v(0) = a
et 7/(0) = v alors v est tangent a A en a.

Dans le cas ou T,A est un sous espace vectoriel
de F, variété affine tangente & A en a, dite aussi
espace tangent a A en a.

Cas o1 E = R? et o1 A est le graphe d’une fonction
réelle ¢ différentiable sur un ouvert Q de R? :

A= {(z,y,0(z,y)) ; (z,y) € Q}.

Si E est euclidien et f est une fonction a valeurs
réelles définie et différentiable sur un ouvert de F,
et A une ligne de niveau de f, alors les vecteurs
tangents a A en un point a sont orthogonaux au
gradient de f en a.

Application dans I'espace euclidien de dimension 3
pour une surface d’équation f(x,y,z) = c.

2.8.5 Applications de classe C'

Une application f est dite de classe C! sur un ou-
vert U de E si elle est différentiable sur U et si
lapplication df : a — df (a) est continue sur U.

Le théoreme de représentation des formes
linéaires dans un espace euclidien est admis a
ce stade; il sera établi dans le chapitre sur les
espaces préhilbertiens.

Interprétation géométrique du gradient : si
Vf(a) # 0, il est colinéaire et de méme sens
que le vecteur unitaire selon lequel la dérivée de
f en a est maximale (il pointe la direction se-
lon laquelle la variation de f est maximale, dite
direction de la plus grande pente de f).

Une condition suffisante sera étudiée plus tard,
apres lintroduction de la classe C? et la
démonstration du théoréme spectral.

Vecteurs tangents & une partie d’un espace normé de dimension finie

Si A est une partie de E et a un point de A,
un vecteur v de E est dit tangent & A en a s'il
existe une suite (z,), dans A\ {a} et une suite
(an)n de réels positifs telles que :

(i) la suite (zy,), converge vers a;

(ii) la suite (cn.(zn — a))  converge vers v.
Dans ce cas, on appelle variété affine tangente a
A en a, ’ensemble image de T,.A par la transla-
tion de vecteur a, c’est a dire a + T,A.

Plan affine tangent en un point & une surface
d’équation z = p(z,y) : équation cartésienne.

Si f:U — R, U étant un ouvert de FE, 'en-
semble A = {z € U ;f(z) = c} est appelé
la ligne de niveau de f définie par 1’équation
f(z) = ¢, ¢ € R; en dimension 3, on parle de
surface de niveau c et en dimension 2 de ligne
(ou de courbe) de niveau c.

Le théoreme des fonctions implicites est hors
programme.
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L’application f est de classe C! sur U si, et seule-
ment si, ses dérivées partielles relativement & une
base de E existent en tout point de U et sont conti-
nues sur U.

Opérations algébriques sur les applications de
classe C'.

Si f est de classe C! de U dans F et v une appli-
cation de classe C! d’un intervalle I de R & valeur
dans U, alors en posant a = y(«) et b = y(f3), avec
(o, B) € I?, on obtient

B
F(b) — f(a) = / df (v(£)) ' (£) .

Si U est connexe par arcs, caractérisation des fonc-
tions constantes sur U.

2.8.6  Applications de classe C*

Dérivées partielles d’ordre k. Une application est
dite de classe C* sur un ouvert U de F si ses dérivées
partielles d’ordre k existent et sont continues sur U.
Théoreme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de
classe C*. Composition d’applications de classe C*.
Développement limité a l'ordre deux, au voisinage
d’un point, pour une application de classe C2.
Exemples d’équations aux dérivées partielles du
premier et du second ordre.

Démonstration non exigible.

Application au calcul de la circulation d’un
champ de vecteurs dérivant d’un potentiel.

Démonstration exigible pour U convexe.

La notion de différentielle seconde est hors pro-
gramme.

Démonstration non exigible.
Démonstrations non exigibles.

Pour I'étude d’équations aux dérivées partielles,
les éleves doivent savoir exploiter les techniques
de changements de variables : transformations
affines, passage en coordonnées polaires.

La notion de difféomorphisme étant hors pro-
gramme, ’expression des solutions en fonction
des variables initiales n’est pas éxigée.
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3 Seconde période

3.1 Espaces préhilbertiens réels. Endomorphismes des espaces euclidiens

L’objectif de ce chapitre est triple :

— consolider les acquis de premiere année MPSI concernant les espaces préhilbertiens réels et les
espaces euclidiens ;

— introduire la notion de suite orthonormale totale de vecteurs d’un espace préhilbertien, qui constitue
un exemple important de convergence dans un espace normeé;

— étudier les endomorphismes symétriques et orthogonauz, ce qui permet d’approfondir simultanément
la réduction des endomorphismes et les connaissances de premiére année MPSI relatives auz
isométries.

1l est attendu qu’a l'issue de ce chapitre, les éléves

— maitrisent les notions de bases sur le produit scalaire, sachent orthogonaliser une famille libre
(indexée par une partie de N) d’un espace préhilbertien au moyen de l’algorithme de Gram-Schmidt,
et sotent capables d’exprimer la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension
finie;

— maitrisent, dans le cas euclidien, les relations entre le point de vue géométrique (vecteurs, endo-
morphismes symétriques, automorphismes orthogonauz) et le point de vue matriciel ;

Hormis la définition et quelques exemples simples, I’étude de la notion de l’adjoint d’un endomorphisme
est hors programme. Cette notion est introduite a titre d’information pour préparer les éleves aux cursus
post classes préparatoires. Les résultats importants dans ce domaine seront traités dans ces cursus.

Les espaces préhilbertiens considérés dans ce chapitre sont réels. Toute notion sur les espaces préhilbertiens

complexes est hors programme.

Les notions de forme quadratique et d’endomorphisme symétrique positif sont hors programme.

3.1.1 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Projection orthogonale sur un sous-espace de di- Rappels de premiere année.
mension finie.

Caractérisation métrique du projeté orthogonal. Caractérisation du projeté orthogonal comme
FExpression du projeté orthogonal dans une base or-  solution d’'un probléme de minimisation de dis-
thonormale. tance.

3.1.2 Suites orthonormales, suites totales

Suites orthonormales (ey,)nenN. Exemples de suites orthogonales de polynomes.
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Inégalité de Bessel : si (en)nen est orthonormale,
alors, pour tout x € F, la suite (< x, e, >)nen est
de carré sommable et on a

D <m e, >< |z,
neN

Suites totales. Bases hilbertiennes (dénombrables).

Si (en)nen est une suite orthonormale totale de E
et si, pour tout n € N, p, désigne le projecteur
orthogonal de E sur Vect(eg,...,ey,), alors, pour
tout = € E, la suite (p,(z))nen converge vers x.

3.1.3

L’endomorphisme u est dit symétrique si, pour tout
(iL‘, y) € E27 <u(il]), y>=<w, u(y) >

Stabilité de l'orthogonal d’un sous-espace stable
par un endomorphisme symétrique.

Dans le cas euclidien, caractérisation de la symétrie
d’un endomorphisme u par la matrice représentant
u dans une base orthonormale.

Dans le cas euclidien, caractérisation des endomor-
phismes symétriques idempotents, involutifs.
Théoreme  spectral tout  endomorphisme
symétrique v d’un espace euclidien E est dia-
gonalisable dans une base orthonormale.
Traduction matricielle du théoreme spectral.

Si u est un endomorphisme symétrique d’un espace
euclidien F, expression des extremums de la fonc-
tion z —<u(x), > sur la sphére unité de F a I'aide
des valeurs propres de u.

Exemples de bases hilbertiennes : dans I'espace
des polyomes, dans 1’espace des fonctions conti-
nues T-périodiques, etc.

En particulier, on a I’'égalité de Parseval :

D <m ey > = ||z,

neN

Endomorphismes symétriques d’un espace préhilbertien. Cas euclidien.

Pas d’étude systématique de cette notion en di-
mension infinie. Des exemples peuvent étre pro-
posés en liaison avec les équations différentielles.
Si u est un endomorphisme symétrique, I’ortho-
gonal d’un sous-espace stable par u est aussi
stable par .

Son polynoéme caractéristique x, est scindé sur
R et E est somme directe orthogonale des sous-
espaces propres de u.

Toute matrice carrée symétrique réelle est or-
thogonalement diagonalisable.

Interprétation dans le registre matriciel : si A est
une matrice carrée symétrique réelle, extremums
de la fonction X +— !X AX sur la sphere unité.

3.1.4 Endomorphismes orthogonaux d’un espace euclidien.

Notion d’isométrie (ou endomorphisme orthogonal)
d’un espace vectoriel euclidien FE. Lien avec les ma-
trices orthogonales.

Stabilité de I'orthogonal d’un sous-espace stable.

Réduction d’'un endomorphisme orthogonal en base
orthonormale.

Rappels de premiere année MPSI.

Si w est un endomorphisme orthogonal de F,
I'orthogonal d’un sous-espace stable par u est
aussi stable par wu.

Traduction matricielle.
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Cas des dimensions 2 et 3; réduction d'une Matrice d’une rotation dans une base orthonor-
isométrie vectorielle directe d’un espace euclidien male adaptée a son axe.

de dimension 3.

Non commutativité de SO(E) en dimension > 3.

3.1.5 Formes linéaires d’un espace euclidien, adjoint d’'un endomorphisme

Théoreme de représentation : pour toute forme Isomorphisme canonique entre E et I’espace vec-
linéaire ¢ sur F, il existe un et un seul vecteur toriel des formes linéaires sur F.
T tel que

Vyec E, oy =<z,y>.

Si w est un endomorphisme d’un espace vectoriel Traduction matricielle dans une base orthonor-
euclidien F, il existe un unique endomorphisme v male.

de E tel que, Il s’agit d’'une présentation minimale de la no-
) tion d’adjoint. Les résultats importants dans
V(z,y) € 5, <u(z),y>=<z,v(y)> ce domaine seront traités dans les cursus post

.. . o classes préparatoires.
Adjoint d'un endomorphisme symétrique ou ortho-

gonal.
3.1.6 Application a I’étude des extrema d’une fonction de plusieurs variables réelles

Rappels sur le développement de Taylor a l'ordre En dimension 2, avec les notations de Monge, on
2 en un point critique a, pour une fonction f de obtient un extremum local si rt — s2 > 0 et un
classe C% sur un ouvert ; matrice hessienne H,(f) point-col (ou point-selle) si rt — s? < 0.

de f en a, elle est symétrique réelle. Indiquer la nécessité d’un développement limité
Application du théoreme spectral & la matrice d’ordre supérieur pour le cas rt — s> = 0.
H,(f) pour obtenir une condition suffisante de

maximum (minimum) local en un point critique.

3.2 Intégrales dépendant d’un parmetre

L’objectif de ce chapitre est double :

— étudier les suites et les séries de fonctions intégrables, grice au théoréme de convergence dominée
et le théoréme d’inégration terme a terme d’une séries de fonctions;

— appliquer les résultats obtenus a l’étude des fonctions définies par une intégrale dépendant d’un
paramétre (théorémes de continuité et de dérivation sous le signe [ ).

1l est attendu qu’a lissue de ce chapitre, les €léves connaissent ces théorémes et soient en mesure de
les exploiter notamment pour mener l'étude de fonctions définies par des intégrales dépendant d’un
parametre ; cette exploitation suppose en particulier la capacité a en vérifier les conditions d’application
en insistant d’abord sur les hypothéses importantes (hypothése de domination , hypothése de convergence,
hypotheése d’intégrabilité, ... ).

1l est recommandé de commencer ce chapitre par des rappels de cours et des exercices de révision
sur lintégration sur un intervalle quelconque, vue en premiere année MPSI, et de préviligier I’étude
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d’exzemples significatifs (intégrales eulériennes, transformées de Fourier, transformées de Laplace, . .

en évitant les situations artificielles et les exercices de pure virtuosité technique.

3.2.1 Passage a la limite sous l’intégrale

Théoréme de convergence dominé : Soit (f,)n>0 une
suite de fonctions continues par morceaux sur I et
a valeurs complexes. Si (fy)n converge simplement
sur I vers une fonction f continue par morceaux
sur I et s’il existe une fonction ¢ continue par mor-
ceaux, positive et intégrable sur I, telle que pour
tout entier n, |f,| < ¢ (hypothese de domination),
alors les fonctions f,, et f sont intégrables sur I et

1wln=¢f

Inégration terme a terme d'une séries de fonctions :
Soit (fn)n une suite de fonctions complexes conti-
nues par morceaux et intégrables sur I telle que
la série Z fn converge simplement sur I vers une

n
fonction f, continue par morceaux sur I, et que

la série Z < / | fn> soit convergente. Alors, f est
I
n

intégrable sur I et / f= Z / fn-
I iy

La démonstration de ce théoreme est hors pro-
gramme.

L’hypothese de domination est plus importante
que 'hypothese de continuité par morceaux de
f; cette derniere étant imposée par les limita-
tions du programme.

Extension au cas d'une famille (fx)xes ou J est
un intervalle de R.

La démonstration de ce théoreme est hors pro-
gramme.
L’hypothese de convergence de la série

Z(/\fn|> est plus importante que 1’hy-
I
n

pothese de continuité par morceaux de f; cette
derniere étant imposée par les limitations du
programme.

Dans la pratique, on commence par effectuer un
calcul formel, olt 'on permute les signes et [,
que 'on justifie ensuite.

3.2.2 Continuité et dérivation d’une inégrale dépendant d’un parametre

Théoreme de continuité : Soient A une partie d’un
espace vectoriel de dimension finie, I un intervalle
de Ret f: (x,t) — f(z,t) une fonction a va-
leurs réelles ou complexes définie sur A x I; on
suppose que f est continue par rapport a x, conti-
nue par morceaux par rapport a t et telle que, pour
tout élément = de A, la fonction t — f(z,t) soit
intégrable sur I. S’il existe une fonction positive
, continue par morceaux et intégrable sur I, telle
que, pour tout élément (x,t) de A x I, |f(x,t)] <

©(t) (hypothese de domination), alors la fonction g
définie sur A par la relation g(x) = /f(ac, t) dt est
I

continue sur A.

L’hypothese de domination est plus importante
que I’hypotheése de continuité par morceaux ;
cette derniere étant imposée par les limitations
du programme.

Extension au cas ou ’hypothese de domination
est vérifiée au voisinage d’un point a de A.

Si A est intervalle de R, extension au cas ou
I’hypotheése de domination est vérifiée sur tout
segment contenu dans A.

)
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Théoréme de dérivation : Soient I et J deux inter-
valles de R et f : (z,t) — f(z,t) une fonction a
valeurs réelles ou complexes définie sur J x I et
dérivable par rapport a . On suppose que :

- pour tout x € J, la fonction ¢t — f(x,t) est conti-
nue par morceaux et intégrables sur I ;

- pour tout ¢ € I, la fonction = %(aj, t) est conti-

nue et, pour tout x € J, la fonction ¢ %(m,t)
est continue par morceaux sur [ ;
- il existe une fonction ¢ positive, continue par

morceaux et intégrable sur I telle que, pour tout
(z,t) € J x I, %(:L‘,t)‘ < ¢(t) (hypothese de do-
mination).

Alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est de classe
I

Cl sur J et on a la formule de Leibniz suivante :

0
g () Z/Ia‘i (x,t)dt, z € J.

3.2.3 Exemples d’applications

Exemples d’emploi du théoréme de convergence do-
miné et du théoreme d’inégration terme a terme
d’une séries de fonctions intégrables.

Exemples significatifs d’étude de fonctions définies
comme intégrales dépendant d’un parmetre
régularité, étude asymptotique.

3.3 Probabilités

Extension au cas o ’hypotheése de domination
est vérifiée sur tout segment contenu dans J.

Extension aux fonctions de classe C* : classe C*
d’une intégrale dépendant d’un parametre, sous

P
I’hypotheése d’intégrabilité de %(m, .), pour
x

tout z de J si 0 < p < k — 1, et domination
k

sur tout segment contenu dans J de 9ok (z,.).
x

Inégrales eulériennes, transformées intégrales
(facteur déchelle, retard, amortissement, valeur
initiale ou finale, ... ).

Ce chapitre compléte I’étude des variables aléatoires discrétes déja entamée en premicére année MPSI et
aborde celle des variables aléatoires a densité; on y étudie aussi quelques résultat d’approrimation.

Le chapitre est organisé autour des azes suivants :

consolider les acquis de premiére année MPSI sur les variables aléatoires discrétes;

— introduire les notions de fonction de répatition, de moments et de fonction génératrice, et familia-
riser les éléves avec ces notions en mettant en ceuvre les définitions et résultats du cours sur des

exemples simples ;

— étudier des exemples usuels de lois discrétes rélles (loi de Bernoulli, loi binomiale, loi géométrique,
loi de Poisson, ...) et de lois a densité sur R (loi uniforme, loi exponentielle, loi gamma, loi

gaussienne (ou normale), ... );

— étudier la notion de convergence et quelques théorémes limites.

1l est attendu qu’a l’issue de ce chapitre, les éléves

— atent étudi€é des exemples usuels de lois discrétes rélles et de lois a densité;
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— sachent reconnaitre les situations classiques de modélisation par des lois discrétes ou continues
usuelles ;

— sachent utiliser les fonctions génératrices pour déterminer la loi ou calculer les moments d’une
variable aléatoire entiere dans des cas standard ;

— soient capables de déterminer la densité d’une variable aléatoire a partir de sa fonction de répartition ;

— apprennent a utiliser le produit de convolution pour déterminer la loi de la somme de deux variables
aléatoires indépendantes, discrétes ou a densité ;

— apprennent a approcher, sous certaines conditions, une loi binomiale par une loi de Poisson, et
une lot hypergéométrique par une loi binomiale ;

— sachent utilisent les théorémes limites, dans des cas standard, pour donner des estimations a
certains parametres (espérance, variance, ... ).

3.3.1 Révisions du programme de premiere année MPSI sur les espaces probabilisés

Espace probabilisé (2, T, P).
On appelle événement toute partie de €2 qui est
élément de la tribu 7.

Si Q est fini ou dénombrable le choix 7 = P(Q),
I’ensemble des parties de €2, est le plus usuel.
Evénements négligeables,
certains.

événements quasi-

Evénements indépendants.

Probabilité conditionnelle.

3.3.2

On appelle variable aléatoire réelle sur I’espace pro-
babilisé (2, T, P) toute application X : Q — R
vérifiant

Vz€R, X1 (] —o0,2]) €T.

Variables aléatoires et lois de variables

Rappeler les axiomes vérifiés par une tribu et
ceux vérifiés par une probabilité, en particulier
I’additivité dénombrable et la continuité mono-
tone séquentielle de P.

Le choix de tribus dans le cas général n’est pas
un objectif du programme.

Propriétés quasi-certaines (on dit aussi presque
stres).

L’indépendance ~ d'une  famille  (4;)jes
est aussi appelée indépendance  mu-
tuelle. Elle est définie comme la relation

P(Ajl N...N A]n) = P(Ajl) . P<Ajn) pour
toute partie finie {j1,...,jn} de J.

Pp, probabilité sachant B, est définie lorsque
P(B) # 0.

Notations Pg(A), P(A|B).

aléatoires

Pour toute partie A de R, X !(A) est I'image
réciproque par X de A, c’est a dire I’ensemble
des éléments w de ) qui vérifient X (w) € A; on
la note plus simplement (X € A).

Pour A =| — oo, z| cette image réciproque est
I’ensemble des éléments w de 2 qui vérifient
X(w) < x; on la note plus simplement (X < ).

La tribu borélienne sur R peut étre introduite,
mais aucun résultat concernant cette tribu n’est
exigible.
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Si A est un sous-ensemble de R obtenu en opérant
par passages au complémentaire, par réunions, par
intersections sur une famille finie ou dénombrable
d’intervalles de la forme | — co,z], x € R, et si
X est une variable aléatoire réelle alors (X € A)
appartient & 7. Donc P(X € A) a un sens.

Si (X1, Xa,..., Xg) est une famille finie de variables
aléatoires réelles définies sur le méme espace pro-
babilisé (Q,7,P) et si f : RF — R est une
application continue alors ’application composée
wr f(X1(w),..., Xk(w)) est une variable aléatoire
réelle sur (Q, 7, P).

Si X est une variable aléatoire réelle sur (2,7, P)
et f une application monotone de R vers R, alors
I’application composée f o X est une variable
aléatoire réelle sur (Q, T, P).

Soit (X5, ), une suite de variables aléatoires réelles
sur (Q, T, P) qui converge simplement vers X, une
application de € vers R. Alors X est une variable
aléatoire réelle sur (Q2, T, P).

On appelle loi (relativement & P) de la variable
aléatoire réelle X D'application de Z(R) vers R qui
a tout intervalle réel J associe le nombre P(X € J).

On appelle loi (relativement & P) d’une famille finie
(X1,..., X)) de variables aléatoires réelles 1’appli-
cation de Z(R)* vers R qui & tout produit cartésien
Ji x -+ x Jp d’intervalles réels associe le nombre

P(ﬁ(XZ- € Ji)).

i=1

Fonction de répartition F'y d’une variable aléatoire
réelle X : c’est I'application de R dans R définie
par

Vte R, Fx(t) = P(X <t).

C’est le cas, entre autres, pour tout partie A
qui est un intervalle réel ou le complémentaire
d’un intervalle réel : savoir utiliser les relations
suivantes

= (X 6] - OO,CL]),

(

(X €la,+o0]) = pen+(X €la—1/k,400]),

(X 6] - OO,CLD =(Xe€ [a,—i—oo[),

(X €a,b]) = (X €] = 00,b]) \ (X €] —00,a]),
(X € [a,b]) = (X €] = 00,b]) \ (X €] —00,a[),
(X € [a,0]) = (X €] —00,b[) \ (X €] = 00,a]),
(X €la,b]) = (X €] — 00,b]) \ (X €] — 00,a]).

Notation f(Xl, ce ,Xk)
La preuve de ce résultat n’est pas au pro-
gramme ; on en déduit le fait que la somme, le
produit, le minimum, le maximum, ... d’une fa-
mille finie de variables aléatoires réelles est une
variable aléatoire réelle.

Notation f(X).
Le résultat s’étend au cas ou f est monotone par
morceaux.

La preuve utilise la définition de limite et les
propriétés des tribus.

Z(R) désigne 'ensemble de tous les intervalles
de R. C’est un sous ensemble de P(R).

On note (X; € Ji,..., Xi € Ji) 'événement

k

=1
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Propriétés de Fx : c’est une fonction croissante,
continue a droite en tout point, de limite 0 en —oo
et de limite 1 en +o0.

La fonction de répartition caractérise la loi d’une
variable aléatoire réelle : la connaissance de F'x per-
met de calculer P(X € I) pour tout intervalle I de
R.

La continuité de la fonction Fx en t équivaut a

P(X =t)=0.

On définit la fonction de répartition d’une fa-
mille finie (Xj,...,X;) de variables aléatoires
réelles comme étant Papplication de RF vers R,
(tl,...,tk) — P(X1 < ty,.. .,Xk < tk). Les
résultats précédents s’étendent au cas d’une famille
finie (Xl, N ,Xk).

Deux familles de lois sont au programme : lois
discretes et lois a densité.

Une variable aléatoire réelle X est dite de loi
discrete (relativement a la probabilité P) s'il existe
Y € T de probabilité 1 tel que D = X () soit au
plus dénombrable.

On obtient

P(XeA) =

Y P(x

T€EA

On dit que la loi de X est discrete usuelle s’il existe
un intervalle J de Z et une bijection croissante

p:J—=D, k— xp.

L’usage est, dans ce cas, de représenter la loi de X
par un tableau de lignes comportant en premiere
ligne les xj, éléments de D, écrits en ordre crois-
sant, en deuxieme ligne les probabilités correspon-
dantes py = P(X = xy).

Exemples premiers de lois discretes.

La réciproque (au sens ou toute fonction de
R dans R vérifiant ces trois propriétés est la
fonction de répartition d’une variable aléatoire
réelle) n’est pas au programme.

On doit savoir

P(X €la,+00])  =1-Fx(a),

P(X € [a,+oo[ =1-IlimFY,
P(X €] = coal) =limF,

P(X €a,b)) = Fx(b) — Fx(a),
P(X €[a,b]) = Fx(b) —lim Fy,
P(XG[ [ :léEnFX —CiiIEIFx,
P(X G} D :lli)Ean—Fx(a),
P(X: ) :Fx(a)—l}l{nFX.

Pas de résultats théoriques au programme dans
le cas de plusieurs variables.

On peut supprimer de D tous les éléments x tels
que P(X = x) = 0; les x restants sont appelées
valeurs possibles de la variable discrete X.

La loi de X est caractérisée par la donnée de D
et de l'application x — P(X = z), de D dans
R.

Des lignes supplémentaires peuvent donner les
cumuls ngkpj ou les produits xppr. Il est
intéressant d’utiliser un tableur.

Rappeler les lois vues en premiere année.
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Une variable aléatoire réelle X est dite de loi a den-
sité (relativement a la probabilité P) si sa fonc-
tion de répartition F'x est continue sur R et de
classe C' sur R privé d'un sous-ensemble fini F
(éventuellement vide).

La densité est une fonction positive, continue sur
R\ F, d’intégrale convergente et valant 1 sur R.

FExemples premiers de lois continues.

Loi d’une variable aléatoire obtenue par composi-
tion.

Une famille (X;);es de variables aléatoires réelles
est dite indépendante si, pour toute famille (I;);cs
d’intervalles de R, la famille ((X; € I;))

Une telle variable aléatoire est dite aussi de
loi continue. On appelle alors densité de X la
fonction définie sur R par fx(t) = Fi(t) pour
teR\ Fetfx(t)=0pourtekF.

Pour tout intervalle I de borne inférieure a € R
et de borne supérieure b € R, on a :

b
P(X € 1) = Fx(0) ~ Fx(a) = [ fx(®)dt.

Loi uniforme sur un segment réel [a,b], loi ex-
ponentielle de parametre A > 0, loi gamma de
parametre («, \), lois gaussiennes.

Il s’agit d’étudier la loi de V¥ = g(X) ou
X est une variable aléatoire de loi connue et
g une fonction de la variable réelle, ou plus
généralement, celle de Y = g(X1,..., Xk).
Aucun résultat théorique général n’est au pro-
gramme; les exercices porteront sur des cas
simples.

On distinguera l'indépendance de la fa-
mille de variables (dite mutuelle parfois) et
I'indépendance deux a deux des variables. On
notera que l'indépendance d’'une famille de va-
riables est relative a une probabilité donnée.

JjeJ
d’événements est indépendante.
Indépendance  héritée Si  la  famille
(Xj)i<j<ng est indépendante et si
0 < ng < - < ng, alors la famille
<f1(X1a R ,an), fQ(Xn1+17 s 7Xn2)7 ety fk(Xnk_l—i-h ce 7Xnk)>

est indépendante.

Existence d’espaces probabilisés portant une
(Xj)jen de variables aléatoires réelles
indépendantes de lois discretes données.

Loi conditionnelle de X sachant un événement non
négligeable A.

suite

Loi de la somme de variables indépendantes.

Modélisation du jeu Pile-Face répété (ou infini).

C’est (P4)x la loi de X sous la probabilité Pjy.
On l'utilise notamment dans le cas ot (X,Y") est
un couple de variables aléatoires réelles discretes
et A= (Y =t), t réel donné.

Proposer de nombreux exemples de somme de
variables indépendantes. Dans certains cas, on a
une propriété de stabillité : la loi de la somme
est du méme type. Etudier notamment les cas
de lois gaussiennes et de lois de Poisson.
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Si (X1, X2) est un couple de variables aléatoires
réelles indépendantes dont les lois sont discretes
d’ensembles de valeurs possibles respectifs D; et
Dy (sous ensembles de R au plus dénombrables),
alors la variable aléatoire S = X1 + X est discrete.

Si (X1, X2) est un couple de variables aléatoires
réelles indépendantes telles que X soit discrete,
d’ensemble de valeurs possibles Dp, et X5 soit
continue, de densité fo, alors la variable aléatoire
S = X1 + X5 est a densité.

Si (X1, X2) est un couple de variables aléatoires
réelles indépendantes dont les lois sont continues,
de densités respectives f1 et fs, alors la variable
aléatoire S = X7 + X5 est a densité.

3.3.3 Espérance, moments

Dans ce cas, 'ensemble des valeurs possibles de
Sest D={u+v; (u,v) € D x Dy} et la loi
de S est donnée, pour tout s € D, par :

P(S=s) =Y PX;=u)P(Xy=s-u)
u€eDq

= Z P(X1=s—v)P(X2 =v).
vE Do

Cette formule est appelée la convolution discrete
des lois de X7 et Xo.

Dans ce cas, la densité de S est la fonction :

f: 3|—>Z (X1 =u)fa(s —u).

ueD1y

Dans ce cas, la de densité de S est la fonction

;. s}_}/-ﬁ-oo

Cette fonction est appelée le produit de convo-
lution des densités f; et fo.

u) fa(s — u) du.

1l est recommandé de proposer ici de nombreux exercices sur des calculs d’espérances, de moments et

de variances.

Si X est une variable aléatoire réelle de loi discréte,
caractérisée par (zy,pk)k, ou continue, de densité
fx, on définit espérance de X par la formule

Zl‘k Pk
B(X) =

k
- +00
/ tfx(t)de

sous réserve de la sommabilité (resp. I'intégrabilité
sur R) de la famille (x pg)r (resp. de la fonction
t—=tfx(t)).

Espérance de variables aléatoires réelles de lois
usuelles.

Propriété de transfert a une variable :

Si X est une variable aléatoire réelle de loi discrete,
caractérisée par (zy, px )k, alors la variable aléatoire
Y = g(X) admet une espérence si, et seulement si,
la famille (g(xg) px)x est sommable.

(cas discret)

(cas continu)

La sommabilité permet de donner une valeur fi-
nie qui ne dépend pas d’un ordre choisi des xy ;
Iintégrabilité pour une fonction est ’analogue
de la sommabilité pour une famille.

En cas de sommabilité, on a :

= ZQ(HTk)pk
k
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Si X est une variable aléatoire réelle continue, de
densité fx, alors la variable aléatoire ¥ = ¢(X)
admet une espérence si, et seulement si, la fonction
t— g(t)fx(t) est intégrable sur R.

Propriété de transfert a deux variables (cas discret) :
Si (Xi,X2) est un couple de variables aléatoires
réelles de loi discrete (loi conjointe caractérisée par
((xi,yj),pm)i’j ), alors la variable aléatoire Y =
9(X1, X2) admet une espérence si, et seulement si,
la famille (g(z;,y;) pi’j)i,j est sommable.

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles
sur 'espace probabilisé (€2, 7, P), si Y admet une
espérance et si |X| < Y alors X admet une
espérance.

Propriétés de l'espérance : Linéarité, positivité,
croissance, inégalité triangulaire.

Espérance d’un produit de variables aléatoires
réelles indépendantes, sous réserve d’existence.

Moments, variance, écart-type, covariance :
Le moment d’ordre k£ € N* de X est, sous réserve
d’existence, E(X*).

Si la variable aléatoire réelle X admet un moment
d’ordre 2, on appelle variance de X la quantité
V(X) = E((X — E(X))?) et écart-type de X la
racine carrée de la variance : o(X) = /V(X).

En cas d’intégrabilité, on a :

+o0
B = [ g
—0oQ

Les démonstrations de ces résultats ne sont
pas exigibles dans le cas général. On pourra
en revanche traiter des exemples de recherche
de lespérence de Y = ¢(X); on évitera les
exemples inutilement compliqués.

En cas de sommabilité, on a :
E(Y)=>_ glxiy;)pij-
i,J

La démonstration de ce résultat n’est pas exi-
gible dans le cas général. On traitera des
exemples simples de recherche de I'espérence de
Y = g(X1, Xo).

Le transfert a deux variables dans le cas continu
(a densité) n’est pas au programme.

Résultat admis qui releve en fait de I'intégration
de Lebesgue.

Les démonstrations de ces propriétés dans le
cas général sont admises. Elles peuvent étre
présentées dans le cas discret.

Si la variable aléatoire réelle X admet un mo-
ment d’ordre k € N*, alors elle admet un mo-
ment d’ordre j pour tout j € {1,...,k}; de
méme la variable aléatoire réelle X 4+ o admet
un moment d’ordre k, pour tout réel a.

Dans ce cas on a :

SV(X) > 0 et V(X) = B(X2) - (B(X))?;

- V(X) =0 < X est constante presque partout ;
- V(X 4+ a) =V(X), pour tout réel a.
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Si X et Y sont des variables aléatoires réelles ad-
mettant un moment d’ordre 2, alors :

- la variable aléatoire XY admet une espérance et
E(XY)? < E(X%)E(Y?) (Cauchy-Schwarz) ;

-8 =X +Y admet un moment d’ordre 2 et sa
varaince V(5) est donnée par la formule ci-contre.
Si X et Y sont des variables aléatoires réelles ad-
mettant un moment d’ordre 2, on définit la cova-
riance du couple (X,Y") par la formule

CX,Y) =E(X - EX)Y - E(Y)))

= E(XY) — E(X)E(Y).

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles ad-
mettant un moment d’ordre 2 et si ces variables
sont indépendantes, leur covariance est nulle.

Corrélation linéaire : Si X et Y sont des variables
aléatoires réelles admettant un moment d’ordre 2
de lois non certaines (i.e. variances non nulles),
on définit le coefficient de corrélation linéaire du
couple (X,Y) par la formule

C(X,Y

T 8]

Si X admet un moment d’ordre 1, on appelle va-
riable centrée associée a X la variable aléatoire
réelle X = X — E(X).

Si X admet un moment d’ordre 2, on appelle
variable centrée réduite associée a X la variable

1
aléatoire réelle X* = —— (X — E(X)).
o(X)

3.3.4 Fonctions génératrices

Fonction génératrice d’une variable aléatoire réelle
X a valeurs dans N :

Gx(t)=E(t*) =Y t*P(X =k).
keN

La loi de X est caractérisée par Gx (pour X a
valeurs dans N).

V(S) = V(X)+V(Y)+2E((X—E(X))(Y—E(Y)).

Avec cette notation on obtient

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2C(X,Y).

La variance de la somme est alors la somme des
variances.

La réciproque est fausse : covariance nulle n’im-
plique pas indépendance.

Le coefficient de corrélation linéaire du couple
(X,Y) est un élément de l'intervalle [—1, 1].

Le cas p =1 équivaut a Y = a X avec a > 0,
le cas p = —1 équivaut a Y = a X avec a < 0.
L’indépendance de X et Y implique p = 0, la
réciproque est fausse.

La série entiere définissant G'x est de rayon de
convergence supérieur ou égal a 1 et Gx (1) = 1;
cette série converge normalement sur le disque
fermé de centre 0 et de rayon 1.

La fonction Gx est continue sur [-1,1] et est de
classe C* sur | — 1, 1].

On pourra présenter la notion de transformée de
Laplace-Fourier dans le cas d’une loi a densité
mais aucun résultat n’est au programme concer-
nant ces transformations.
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Lien entre fonction génératrice et moments : la va-
riable aléatoire X admet une espérance si, et seule-
ment si, Gy est dérivable en 1, auquel cas E(X) =
G'x (1) ; la variable aléatoire X admet un moment
d’ordre 2 si, et seulement si, Gx admet une dérivée
seconde en 1, auquel cas E(X?) — E(X) = G%(1).
Fonction génératrice d’une somme finie de variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

3.3.5

Inégalité de Markov : Si X est une variable aléatoire
réelle positive admettant une espérance, alors, pour
tout a0 > 0,

E(X)

P(X>a)<
a

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si X est une va-
riable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre
2, alors, pour tout 8 > 0,

V(X)

P(X - B(X)| = §) < 5

Inégalité de Jensen : Si X est une variable aléatoire
réelle admettant une espérance, si f : R — R est
une application convexe sur R et si Y = f(X) ad-
met une espérance, alors

F(E(X)) < E(f(X)).

Définition de la convergence en probabilité d’une
suite (X,,), de variables aléatoires réelles vers une
variable aléatoire réelle Y :

Ve >0, lim P(|]Y —X,|>¢)=0.
n——+00

Définition de la convergence en loi d’une suite
(Xn)n de variables aléatoires réelles vers une va-
riable aléatoire réelle Y :

Vit € R\Dy, ngrfooFXn(t) = Fy(t),

ou Dy désigne ’ensemble des points de disconti-
nuité de la fonction Fy .

Les éleves doivent savoir retrouver l’expression
de la variance de X a l'aide de Gy (1) et G’ (1).
Les éleves doivent savoir calculer la fonction
génératrice d’une variable aléatoire de Bernoulli,
binomiale, géométrique, de Poisson.

Expression de la fonction génératrice de la va-
riable aléatoire X7 + - - -+ X,, quand les X; sont
indépendantes.

Inégalités, notions de convergence et théorémes limites

Cette inégalité permet de démontrer I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev.

Interprétation : la variance permet de controler
Pécart entre X et sa valeur moyenne E(X).

Démonstration uniquement dans le cas ou la loi
de X est discrete.

Si la suite de fonctions (fx)r converge simple-
ment sur R vers g, la suite de variables aléatoires
réelles (fx(X))r converge en probabilité vers

9(X).

En fait la limite d’une convergence en loi est la
loideY.
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Si les variables aléatoires X, ainsi que Y sont a
valeurs dans N, la convergence en loi de la suite
(Xy)n vers Y équivaut a :

VkeN, lim P(X,=k) =P =k).

n—-4o00

La convergence en probabilité implique la conver-
gence en loi. La réciproque est fausse.

Loi faible des grands Nombres : si (X;,),>1 est une
suite de variables aléatoires indépendantes et de
meéme loi, admettant un moment d’ordre 2, alors

1 n
la suite (—ZXk) , de variables aléatoires,
n P n>1

converge en probabilité vers la variable constante
p=E(X1).

Théoreme de la limite centrée : si (X,,)p>1 est une
suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi, admettant un moment d’ordre 2, alors la

1 n
it (— X, — ) ot g = E(X)) et
suite U\/ﬁ(kzl L nu) . ou u (X1) e

o = 0(X1), converge en loi vers la variable aléatoire
suivant la loi gaussienne standard.

3.4 Equations différentielles linéaires

Exemple & connaitre : soit A > 0 et soit (pp)n>1
une suite de réels positifs telle que la suite
(npn)n>1 converge vers \; si, pour tout n > 1,
X,, est une variable aléatoire qui suit la loi bino-
miale de parametre (n, p,,) alors la suite (X,,)n>1
converge en loi vers la variable aléatoire suivant
la loi de Poisson de parametre .
Interprétation de la loi de Poisson comme loi des
événements rares.

Résultat admis.
interprétation fréquentiste de

Application
P(A).

la vitesse de convergence de la loi des grands

o
nombre est donc en —.
n

Ce théoreme admet de nombreuses applications,
notamment en statistiques; elles ne sont pas au
programme.

Ce chapitre a pour objectifs d’introduire quelques notions de base sur les équations différentielles non
linéaires et d’étudier les équations différentielles linéaires. L’introduction du cas non linéaire vise a
éclairer les résultats du cas linéaire en montrant leurs spécificités; elle sert aussi pour préparer les
éleves aux enseignements dispensés dans les cursus post classes préparatoires.

Le chapitre est organisé autour des axes suivants :

— introduire quelques notions de base sur les équations différentielles non linéaires et familiariser les
éléves avec ces notions en mettant en ceuvre les résultats du cours sur des exemples simples ;

— étudier les équations différentielles linéaires d’ordre 1 a valeurs vectorielles, et leurs traductions
en termes de systémes d’équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1 ;

— étudier le cas particulier des systemes d’équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1 a
coefficients constants, en relation avec l’exponentielle d’endomorphismes et de matrices;

— Ctudier les équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1 et 2.

La résolution explicite des systémes linéaires a coefficients constants n’est pas un objectif du pro-
gramme. On limitera en conséquence la technicité des exercices d’application. On pourra en revanche
présenter aux €leves divers exemples d’études qualitatives d’équations différentielles lin€aires scalaires
ou de systémes linéaires. Concernant les systemes a coefficients constants, on pourra souligner le réle
du signe des parties réelles des valeurs propres de la matrice et son influence sur le comportement des
solutions; on pourra également, en dimension 2, représenter certaines des courbes intégrales.
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1l est attendu qu’a l’issue de ce chapitre, les éléves

— atent traité des exemples de recherche et d’étude de courbes intégrales d’un champ linéaire de
vecteurs dans le plan ;

— maitrisent la pratique de la résolution d’une équation différentielle du type X' = AX, ot A est
une matrice a coefficients réels ou complezes, par réduction de A a une forme diagonale (ou
triangulaire en dimension < 3), et connaissent [’expression intégrale des solutions de l’équation
X' =AX+B(t);

— atent pratiqué, sur des exemples, I’étude d’équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1 ou
2 et notamment la recherche de solutions développables en série entiére ainsi que les probléemes de

raccordements de solutions.

Dans ce chapitre, I est un intervalle de R, F' un espace normé de dimension finie.

3.4.1 Généralités

Equation différentielle générale 2/ = f(t,z). Solu-
tion d’une telle équation.

Probléeme de Cauchy.

Méthode d’Euler pour la recherche de solutions ap-
prochées.

Cas des équations différentielles a variables
séparables : F =R et f(t,u) = a(t)b(u).

Théoreme de Cauchy-Lipschitz : résultat d’exis-

tence et d’unicité locale.

L’application f : U — F est donnée, ou U est
un ouvert de R x F', on cherche les couples (J, x)
ou J est un intervalle non trivial de R et = une
application dérivable de J dans F' vérifiant :

Vte J, (t,z(t) € U et 2'(t) = f(t,z(t)).

Pas de résultat général exigible; les éleves
doivent savoir traiter des exemples simples. Le
raisonnement par analyse-synthese est souvent
utile ici.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz est admis et
il n’est pas le point central du paragraphe, il
est présenté pour préparer les éleves au cas
non linéaire qui sera traité dans les cursus
post classes préparatoires. Il peut aussi servir a
éclairer les résultats du cas linéaire en montrant
leurs spécificités.

3.4.2 Equations différentielles linéaires, solutions, structures

Equation différentielle linéaire :

2'(t) = a(t)(2()) + b(t)

ou a est une application continue de I dans L(F),
b une application continue de I dans F'.

Solution d’une équation différentielle linéaire, solu-
tion globale.

Probléeme de Cauchy.

Forme matricielle systemes différentiels
linéaires.
Equation différentielle homogene associée a une

équation différentielle linéaire.

Principe de superposition.

Mise sous forme intégrale d’un probleme de Cau-
chy.
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Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre n.
Représentation d’une équation différentielle linéaire
scalaire d’ordre n par un systeme différentiel
linéaire.

Théoreme de Cauchy linéaire : existence et unicité
de la solution globale d’'un probleme de Cauchy,
unicité locale des solutions.

Cas des équations homogenes : ’ensemble des so-
lutions globales est un sous-espace vectoriel de
CY(I, F). Pour to dans I, 'application = — z(to)
est un isomorphisme de cet espace sur F'.
Dimension de I’espace des solutions globales. Cas
des équations scalaires homogenes d’ordre n.
Structure de ’ensemble des solutions globales d’une
équation différentielle linéaire avec second membre.

Exemples d’équations scalaires d’ordre 1 (resp. 2)
non résolues en y' (resp. y”) :

a(t)x'(t) + b(t)z(t) = c(t),

a(t)x”(t) + b(t)2' (t) + c(t)x(t) = d(t).

Solution d’une telle équation, probleme de Cau-
chy associé.

La démonstration n’est pas exigible.
Adaptation équations  différentielles
linéaires scalaires d’ordre n.

aux

Les éleves doivent savoir exploiter la recherche
de solutions développables en série entiere.
Exemples d’étude de problemes de raccorde-
ments de solutions.

3.4.3 Systemes différentiels linéaires homogenes a coefficients constants

Systemes différentiels linéaires homogenes a coeffi-

cients constants : z'(t) = a(z(t)), a € L(F).

Si xg est un élément de F et a € L(F), résolution

du probleme de Cauchy
2'(t) = a(z(t)),

x(ty) = xo.

Exemples de calculs explicites de solutions.

3.4.4 Meéthode de variation des constantes

Méthode de variation des constantes : définition
d’'un systeme fondamental de solutions de
Péquation z/(t) = a(t)(z(t)), caractérisation
d’un tel systeme; application a la résolution de
léquation différentielle 2/(t) = a(t)(z(t)) + b(t) par
la méthode de variation des constantes.

Cas particulier des systemes différentiels a coeffi-
cients constants.

Traduction matricielle X’ = AX.
La solution globale est définie sur R par

t > exp((t — to)a)(wo) = e~ (p).
Traduction matricielle.

On se limite aux deux cas : a diagonalisable ou
dimF < 3.

Dans les exercices pratiques, on se limite au cas
de la dimension 2.

Expression intégrale des solutions dun tel
systeme.
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Adaptation de la méthode de wvariation des
constantes aux équations scalaires du second ordre.

Wronskien de deux solutions d’une équation sca-
laire homogene d’ordre 2.

3.5 Fonctions holomorphes

Expression des solutions dans le cas ou l'on
connailt une solution de I’équation homogene as-
sociée ne s’annulant pas sur I.

Cas d’une équation du type z” + q(t)z = 0.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la dérivation complexe et les fonctions holomorphes puis établir le
principe du prolongement analytique et le principe des zéros isolés.

1l est attendu qu’a l’issue de ce chapitre, les éleves acquiérent des notions de base de ’analyse complexe

notamment a travers l’étude d’exemples.

Dans ce qui suit, Q) désigne un ouvert non vide de C et Q= {(z,y) € R?, z+iy € Q}; Q est un ouvert

non vide de R2.

Soit f: Q — C une application ; on note f Vapplication définie sur Q par f(a:, y) = f(z+1iy) et on pose

U(ﬂj,y) = Re(f(ﬂc,y)) et U(SL‘,y) = Im(f(l‘ay))7 (ﬂf,y) €

Pour tout zg € C et tout 7 € RT U {400}, on pose
D(zp,7) :={2€C, |z— 2| <7}

Dérivation complexe.

[ est C-dérivable en z, = z, + iy, si, et seulement
si, f est différentiable en (z,,¥,) et

of of
&ljj(xmyo) =1 aii(woa yo)'

Fonction holomorphe sur €. }
f est est holomorphe sur 2 si, et seulement si, f

est de classe C1 sur ) et vérifie les équations de
Oou Ov Ou v

Cauchy-Riemann : gr ~ 9y oy~ ox

Toute fonction polynomiale est holomorphe sur C
et sa dérivée au sens complexe coincide avec sa
dérivée algébrique.

Plus généralement, si > .,an2" est une série
entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme
f, alors f est holomorphe sur D(0, R) et 'on a

~1 2e D(0,R).

Si0<r <400, D(z,r) est le disque ouvert de
centre zg et de rayon r; par abus de langage, on
dira que C est le disque ouvert de rayon +oo.

Une application f : 0 — C est dite C-dérivable
s i L) —F(20)
en z, € Nsi lim S, existe, auquel cas elle

z—zo

z#£z0o
est notée f'(z,).
Equations de Cauchy-Riemann :
%(%,yo) = i%(xo,yo) se traduit par les
deux équations g—:(:vo,yo) = g—;(xo,yo) et
%(xo,y(,) = —%(wo,yo), dites équations de

Cauchy-Riemann.

La formule

On dit que f est holomorphe sur €2 si elle est
C-dérivable en tout point de €2 et si la fonction
z +— f'(2) est continue sur Q; la fonction z —
f'(z) est alors appelée la dérivée de f, notée f'.

On peut démontrer ce résultat par un calcul di-
rect en utilisant le théoreme de dérivation de la
somme d’une série d’applications de classe C!.
Il en résulte que f est indéfiniment C-dérivable
sur D(0, R) et qu’on a, pour tout k € N,

(k) =
! k;l(Z) = <Z> anz"*, 2z € D(0,R).

n=k
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L’ensembles des fonctions holomorphes sur € est
une sous-algebre de la C-algebre des applications
de © dans C; on la note H(1Q2).

Fonction analytique sur §2.

Toute fonction polynomiale est analytique sur C.
La fonction exponentielle est analytique sur C.

Plus généralement, la somme d’une série entiere est
analytique sur son disque ouvert de convergence.

L’ensembles des fonctions analytiques sur €2 est une
sous-algebre de la C-algebre des applications de €2
dans C; on la note O(f2).

Toute fonction f analytique sur €2 est holomorphe
sur Q: O(Q) C H(QQ).

Toute fonction f holomorphe sur €2 est analytique
sur 2 : H(Q) C O(Q). Plus précisément, pour tout
20 € Q, si D(z9,R) dsigne le plus grand disque
ouvert de centre zy inclus dans 2, il existe une
suite (apn)p>o de nombre complexes, uniquement
déterminée, telle que le rayon de convergence de
la série entiere ) -, anz™ soit > R et qu’on ait

+o0

f(z) = Zan(z —20)" z € D(z0, R).

n=0

La dérivation est linéaire et vérifie la formule de
Leibniz (fg)' = f'g+ f¢’ pour f, g holomorphes
sur €2; de plus, si f; est holomorphe sur un ou-
vert 21 et si fy est holomorphe sur un ouvert 2y
contenant f1(£21), alors fo o fi est holomorphe

sur @ et (foo f1) = (fho f1)f1.

Une application f : Q@ — C est dite analytique
sur 2 si elle est développable en série entiere
autour de tout point de €2, c’est & dire si pour
tout zg € €, il existe un réel » > 0 et une série
entiere ) -, anz" de rayon de convergence > r
tels qu’on ait D(zg,7) C Q et

+oo
f(2) = an(z—2)", z € D(z,7).
n=>0

Formule de Taylor algébrique.
—+00
(z —zo)"

n!

e = e#0e* %0 = *0 , 20, 2 € C.

n=0
On peut démontrer ce résultat par un calcul di-
rect, en utilisant la technique des suites doubles
sommables de nombres complexes.

f est de plus indéfiniment C-dérivable sur € et,
pour tout zg € €2, le développement de f autour
de zg est donné par sa série de Taylor en zg, c’est
a dire

00 ¢(n)
s =Y T ey
n=0

valable dans le plus grand disque ouvert de
centre zg contenu dans ).

La démonstration de ce résultat est hors pro-
gramme.
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Principe du prolongement analytique : Soit ¢ une
fonction holomorphe sur un ouvert non vide {2 ;
s’il existe un ouvert connexe par arcs {2 contenant
Q1 et une fonction f holomorphe sur €2 et prolon-
geant g, alors f est unique.

Principe des zéros isolés : soit f une fonction non
nulle et holomorphe sur €2, ouvert connexe par arcs;
si z, est un point de Q tel que f(z,) = 0 alors, il
existe 7 > 0 tel que D(z,,7) C Q et que f(z) #0
pour tout z € D(25,7) \ {20}-

On en déduit que si f est une fonction ho-
lomorphe sur ), ouvert connexe par arcs, et
s’il existe z, € ) tel que, pour tout n € N,
f™(z,) =0, alors f est nulle sur €.



